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             Sezione I: l’umanesimo della matematica




MATEMATICA E CULTURA

                [«Annali della Pubblica Istruzione»   –  Anno XXV, n. 6 (1979), pp. 710-712]
Al matematico italiano è toccato in questo secolo di dovere spesso ribadire la necessità di un maggiore o, meglio, di un diverso peso della sua disciplina nei piani di studio delle scuole secondarie; e ciò, sia per il suo alto valore formativo sul piano della educazione della mente, sia per l'im​possibilità di escluderne la presenza da uno studio volto, più che alla acquisizione di un bagaglio nozionistico, a intendere la problematica inerente al processo di evoluzione del pensiero.  Egli ha dovuto spesso riven​dicare, ora con argomentazioni, ora con accenti di viva protesta, il diritto della matematica a essere considerata non come una provincia secondaria del sapere, ma cardine imprescindibile della cultura.

Agli assertori di un umanesimo senza la matematica dovrebbe suonare, se non proprio come rimprovero, almeno come invito al ripensamento l'autorevole affermazione « La matematica è una disciplina umanistica » di Beniamino Segre; il quale nulla tralascia poi, attingendo al suo vasto e. prestigioso patrimonio di conoscenze, per dare compiuta giustificazione ad un asserto che non intende aprire una polemica, ma chiudere un'inutile  diatriba sulla dicotomia del sapere. « Gli aspetti logici, estetici e propriamente filosofici della matematica – misconosciuti da Croce che riteneva tale disciplina basata solo su pseudo-concetti – hanno tanto valore educativo    e rappresentano tali conquiste dello spirito umano, da dovere trovare posto in qualsiasi insegnamento che voglia dirsi veramente formativo ». Questo egli dice.  E aggiunge: « Il mondo astratto delle matematiche è forse non meno ricco e suggestivo di quello fisico e altrettanto meraviglioso e fantastico di quello mitologico.... le avventure del pensiero da cui è, ad esempio, scaturito il calcolo infinitesimale o quelle che, a partire dalle geometrie non euclidee, hanno condotto alla teoria della relatività, sono tra le più affascinanti e mirabili ed onorifiche per lo spirito umano ». E ancora   una nota che, dando la misura della statura morale dell'uomo, mette in evidenza la sollecitudine dell'educatore per il mondo giovanile: « E neppure conviene sorvolare sul valore altamente educativo e persino morale della matematica, la quale indirizza i giovani alla precisione ed alla sin​cerità, alla ricerca disinteressata e all'assenza dei compromessi, lasciando loro intravedere e facendo loro apprezzare i misteriosi esaltanti legami fra  pregi estetici ed applicazioni pratiche ».

Beniamino Segre, matematico tra i maggiori del nostro tempo (è scom​parso il 2 ottobre 1977), autore di centinaia di opere di notevolissimo pregio,  « scrittore di matematica »  ( secondo  una  felice  definizione di L.Lombardo-Radice, che con questo appellativo ha voluto presentarlo anche al pubblico non specializzato in un articolo apparso su « Nuova Antologia » (1974) –, anche se, per l'esoterismo proprio delle scienze ma​tematiche, poco noto al grosso pubblico, fu anche presidente dell'Accade​mia Nazionale dei Lincei e, oltre ai meriti acquisiti nel suo campo spe​cifico di ricerca, ebbe il merito di fare propria e di sostenere l'esigenza, sempre viva tra le figure di maggiore spicco della nostra scuola di mate​matica, della abolizione dei compartimenti culturali, della eliminazione dello steccato tra cultura cosiddetta umanistica e scienza.

« Un matematico ( ha detto di lui L. Lombardo-Radice – che colloca la sua scienza nella storia della cultura, in posizione centrale: un pensatore che sente con forza l'unità della cultura, e per essa opera».

Però, malgrado la presenza di figure come quella di un B. Segre, anzi proprio a dispetto di essa, la scuola italiana ha continuato a percorrere la pista sbagliata della impostazione gentiliana dei programmi scolastici, conti​nuando altresì a relegare gli studi scientifici nel ghetto delle cose utili ma non indispensabili, al di fuori del processo di elaborazione della cultura, se è vero, com'è vero, che la riforma della scuola secondaria superiore tarda a venire, che i contenuti dei programmi continuano a rimanere inalterati, che ancora scienza è uguale a tecnica, e matematica è uguale soltanto a cal​colo.  La matematica come pensiero; la scienza come cultura  (  non già come cultura a sé stante, ma come parte viva e feconda della cultura (  sono  ignorate.

La riforma gentiliana si è rivelata un errore non soltanto per i riflessi ne​gativi immediati e contingenti, per la collocazione della scuola italiana, pur dotata di uomini della statura di un F. Enriques, al di fuori, in posizione di retroguardia, di un ordine di idee tendente ad approfondire lo studio delle scienze nell'ambito più generale dell'evoluzione del pensiero filosofico e del progresso della storia ma anche, e di più, per la deformazione mentale derivatane agli studenti di allora (classe dirigente attuale) e di oggi.

Oggi, come ieri, in Italia non è vergogna per un « uomo di cultura » professarsi ignorante di matematica.  Quando si parla di pensiero, di cultura, di problematica filosofica, si pensa poco o non si pensa punto alla matematica. E poco importa se personalità eccezionalmente vigorose, come Pitagora e Archirnede, Galileo e Newton, Cartesio e Leibniz (per citare solo alcuni tra i maggiori ingegni di tutti i tempi), furono anche eminenti matematici.

La matematica è conosciuta di più come la scienza dei numeri, nel senso però di tecnica per far di conto; la si considera anche segno di rigore, ma solo per modo di dire (« Due più due fa quattro », « La matematica non è un'opinione » ) e come limite alla libertà e pedanteria.

. La sfortuna della matematica è che solo pochi (che saranno sempre me​no se la scuole continuerà a camminare sull'attuale binario) sanno quale varietà di discorsi è possibile fare su una data questione, anche su un sem​plice problema, quale libertà la mente trovi nella ricerca matematica, quanto l'immaginazione possa distendersi e sbizzarrirsi in costruzioni astratte, che non sono, però, fantastiche chimere se alla fine diventano logica espres​sione del pensiero, rigorosa concatenazione di concetti e spesso utile lin​guaggio delle scienze fisiche; le quali ultime nella matematica trovano coerenza di  espressione  e  articolazione  razionale,   essendo ora spunto di ricerca matematica, ora intessendosi sul telaio di teorie astratte, anche con​cepite in epoche e da menti assai lontane da esse.

Nel lavoro scolastico il meglio della matematica rimane in ombra.  E   questo  (  che giustifica e conforta l'opinione corrente sulla materia  (  in parte è dovuto allo scarso approfondimento di quelle questioni di notevole importanza concettuale che esistono pure negli attuali programmi e alla non utilizzazione dei pochi spazi che si aprono alla libertà di scelta dell'insegnante, pur nel vincolo delle indicazioni programmatiche mini​steriali e del tempo a disposizione, ma di più all'atteggiamento generale nei confronti della matematica, indotto, come abbiamo detto sopra, da una scelta non felice della scuola italiana, mai più corretta, malgrado finti atteggiamenti di rivalutazione della disciplina, fino ai nostri giorni.

Il declassamento, poi, della materia a un ruolo secondario negli esami di maturità, riducendo di molto il peso (si dica quel che si vuole in teoria, ma in pratica è così) dei sostenitori dell'inseparabilità di un'adeguata formazione culturale da una congrua informazione scientifica, la quale pre​suppone una mentalità informata al rigore dei discorso matematico e una certa padronanza dei procedimenti di calcolo, rende già difficile, e spesso impossibile, il completamente di quel pur minimo bagaglio di nozioni indispensabili sia come base propedeutica della fisica, sia per la comprensione di qualunque discorso di matematica o sulla matematica.

La ristrettezza del tempo disponibile e lo stato di emarginazione culturale in cui opera l'insegnante di matematica (mi riferisco specialmente al liceo classico) non possono non influire sulla sua attività didattica; la quale così tende a isterilirsi in un meccanico lavoro di « routine »,  priva non solo di respiro e di mordente sul piano culturale, ma financo costretta a estrinsecarsi negli spazi meno impegnativi, e proprio per questo di minor valore, dei programmi ministeriali, lasciando fuori di sé o sfiorando argomenti di notevole valore concettuale. Un discorso di riflessione critica sulla matematica in particolare e sulla scienza in generale, in queste condizioni, è impossibile.

Eppure la matematica offre notevoli possibilità di riflessione; perché essa non è soltanto una tecnica utile per la risoluzione di problemi pratici, ma anche fondamentale punto di riferimento di un sapere che voglia carat​terizzarsi per consapevolezza critica e chiarezza d'idee.  Prescindere dal  metodo e dalle idee della matematica equivale a condannarsi al disordine mentale e alla impossibilità di un sicuro possesso di altre discipline, anche di alcune a prima vista distanti da essa.

Una rivalutazione della matematica come pensiero (anche a livello sco​lastico) non sarebbe inutile.  Spianando la via alla affermazione di un nuovo umanesimo, più consono alle esigenze dello mentalità attuale, essa da​rebbe maggiore consapevolezza delle sue capacità intellettuali e fiducia all'uomo moderno, il quale sempre più sente l'angoscia della sua solitudine in un mondo in cui deve addirittura combattere la concorrenza delle creature del suo cervello e delle sue mani.

Messina: la matematica è disciplina umanistica
   [«Tuttoscuola»  –  N. 93 (1980), p. 84]

   E' stata tanto viva quanto gradita la mia sorpresa nel vedere riprodotta su un francobollo l'immagine, non ancora del tutto sbiadita nella memoria di molti matematici, di Francesco Severi.  Nessuna meraviglia desterebbe il fatto se non ci trovassimo in Italia e se in questa terra il genio matematico non fosse stato di sovente ignorato.  Perché « Francesco Severi fu uno di quegli uomini – come disse tra l'altro, se la memoria non m'inganna, l'allora retto​re dell'Università di Roma il giorno delle esequie del grande matematico ​ –  la cui opera è stata tale che dopo di loro è impossibile tornare indietro».

   Nulla di strano, dunque, se un uomo di tale levatura è stato fatto oggetto di un ricordo filatelico nel primo cen​tenario della sua nascita.  Ma dalle no​stre parti tanta deferenza verso un matematico è inconsueta perché qui, sulla scia del criterio neo-idealista della valutazione dei fatti culturali, la ma​tematica ha costituito per decenni una provincia secondaria del sapere, una pura tecnica utile sul piano pratico, ma priva di valore teoretico.

Fondata, secondo Croce, su pseudo​concetti, la matematica venne desti​nata, nella impostazione gentiliana dei programmi scolastici, a un ruolo se​condario nel processo formativo.  E lì è rimasta per oltre mezzo secolo.

   Oggi si assiste a una macroscopica contraddizione.  Da una parte si rico​nosce il ruolo fondamentale della ma​tematica nella formazione della mente e la si considera elemento imprescin​dibile della cultura, dall'altra, però, restano in vigore i vecchi programmi scolastici e nulla si fa nelle sedi re​sponsabili per dare attuazione al rin​novamento della metodologia didattica della materia propugnato da tutti e particolarmente voluto dagli insegnanti di matematica della scuola secondaria di secondo grado.  Anzi, la normativa in vigore per gli esami di stato, accen​tuando la funzione secondaria e subal​terna della materia, è valsa a frustrare le buone intenzioni di singoli docenti e a rendere vane, in molti casi, lodevoli iniziative didattiche personali.

   In questa situazione, il francobollo commemorativo della nascita di F. Se​veri va accolto come un segno di tem​pi nuovi.  Esso fa sperare nella vici​nanza del tempo in cui Croce e Se​veri non dovranno più essere consi​derati come rappresentanti di due cul​ture diverse e inconciliabili, ma come espressioni entrambe autentiche, ancor​ché distinte, della cultura.

   Il problema della abolizione dei compartimenti culturali, da molto tempo attuale, anche se non adeguatamente risolto, è oggi più che mai di vitale importanza, E non tanto in relazione alla opportunità di inquadrare in una giusta prospettiva storica il processo di evoluzione del pensiero, quanto per la necessità di una concezione dell'uma​nesimo che non prescinda dalla prepo​tente affermazione della scienza nel no​stro tempo.  Il continuare a non consi​derare umanistiche le discipline scien​tifiche equivale, oltre che a perpetuare un grave errore pedagogico, ad accet​tare una sostanziale mistificazione sulla natura dell'uomo.

       INFORMAZIONE SCIENTIFICA E SCUOLA

   
[« Annali della Pubblica Istruzione »   –    Anno XXVII, n. 6 (1981), pp.735-737 ]

La riforma della scuola secondaria di secondo grado ha forse nel complesso intreccio di motivi diversi che la sollecitano la ragione (e qui sta il paradosso) del suo ritardo e della difficoltà con cui viene elaborata e portata avanti. Su ogni ragione contingente s'impone tuttavia la necessità di una struttura scolastica capace di garantire, pur nel pluralismo delle scelte peda​gogiche e nella diversificazione delle metodologie didattiche, non solo un alto livello del sapere, ma anche l'elaborazione e la diffusione di una cultura impregnata dei valori caratteristici della nostra civiltà e di una classe docente attenta e sensibile ai modi di sentire e di pensare contemporanei.

Il fatto più saliente del nostro tempo è lo straordinario affermarsi della scienza, sia come conoscenza pura, sia come esperienza del mondo naturale e come corredo teorico della tecnologia. E’ tale il dominio della scienza nelle attività umane,  che ormai,  anche a volere limitare il discorso  al piano  pratico, non ha più senso un sapere che prescinda da una congrua informazione scientifica, indispensabile a chiunque è chiamato a svolgere un qualsiasi compito sociale. E’  dunque necessario che la scuola si faccia carico di garantite a tutti, e a ogni livello, una più vasta e aggiornata informazione scientifica.

Ma il vero nodo che la nuova scuola è chiamata a sciogliere non è tanto quello di una informazione scientifica più adeguata alle necessità del tempo presente, in un contesto di industrializzazione avanzata,  con tutti i vantaggi   e i rischi di questo stato di cose: è quello di ottemperare alla necessità di acquisire alla cultura, dando allo studio delle scienze maggiore spazio e altro valore, conquiste del pensiero scientifico che non possono ulteriormente tardare a diventare senso comune.  C'è, in altri termini, soprattutto da perse​guire, nella nuova impostazione degli studi secondari, il superamento del tradizionale modo, ormai per la verità ripudiato dal pensiero più evoluto ma tuttora in vigore nei  programmi di studio liceali, di considerare la scienza ai fini della formazione culturale.

    Ormai la filosofia più consapevole ha ritrovato molto di sé nel pensiero scientifico e non c'è uomo di cultura serio che non veda della scienza anche l'aspetto teoretico. L'abbattimento dello steccato imposto alla cultura dalla filosofia militante nei primi decenni del secolo sarebbe oggi un fatto compiuto se ancora non sopravvivessero nella scuola metodologie e programmi ispirati a quel modo di pensare.  E’, infatti, riconosciuto il profondo travaglio  di pensiero che accompagna la ricerca scientifica e soprattutto è un fatto acquisito che il progresso della scienza non si riduce a un accumulo di nozioni nell'ambito di un ordine di idee perenne e immutabile, ma è caratterizzato da sostanziali svolte di pensiero, che corrispondono alla  acquisizione di nuove e più feconde potenzialità di sapere, al raggiungimento di una di volta in volta superiore autocoscienza dello spirito. Basti, per citare solo qualche esempio, pensare al grande capovolgimento di idee che accompagnò l'avvento della meccanica newtoniana e all'ancora relativamente recente salto di qualità compiuto dalla fisica nei primi anni del nostro secolo, per potere bene a ragione affermare che nella scienza l'uomo realizza la propria creatività e in essa si determina come essere pensante.

Può dunque perpetuarsi l'enorme mistificazione culturale che distingue tra discipline umanistiche e discipline scientifiche, come se queste umani​stiche non fossero e quelle potessero dare una completa espressione del​l'umanesimo prescindendo dal profondo contenuto di pensiero che inerisce  alle scienze?  Può ulteriormente protrarsi l'anacronismo di una scuola anco​rata a un contesto pedagogico che, privilegiando il momento retorico della fase educativa, non avvalora abbastanza il filone scientifico della cultura e della scienza, mentre ne rifiuta il metodo, trascura contenuti di indiscutibile valore teoretico?  Certamente no. Urge la riforma.  E non una riforma qual​siasi, ma una riforma che vada ben al di là della revisione dei contenuti programmatici per una loro più stretta attinenza all'attualità e non si risolva nella acquisizione all'attività didattica delle più aggiornate tecniche e meto​dologie di insegnamento, una riforma che corrisponda a una scelta di civiltà, che dia soprattutto risposta all'istanza di ridefinire l'umanesimo su basi nuove.

L'umanesimo tradizionale basato sullo studio dei classici, su cui è stata fondata l'azione educativa della scuola, pur cogliendo il senso di valori umani universali, non risulta più rispondente alle esigenze di una mentalità fortemente suggestionata dal progresso della scienza e dai clamorosi suc​cessi della tecnica.  E’ urgente aprire la strada alla affermazione di un nuovo umanesimo, che nella scienza abbia un imprescindibile punto di riferimento. E’ nella scienza che la scuola, se vuole essere fonte di cultura, deve fare il  perno della sua azione educativa, sia cogliendo in essa i valori umani che ne hanno consentito il progressivo evolversi verso una sempre maggiore com​prensione della realtà naturale, sia generalizzando il suo metodo di ricerca.

La scienza è oggi senza dubbio il volto della nostra società: la sua evo​luzione ne segna il progresso; al suo uso, buono o cattivo, è legato in gran  parte il destino dell'umanità.  Da tutti si vuole che della scienza si valorizzi quanto è per l'uomo.  Noi proponiamo che si evidenzi quanto nella scienza è dell'uomo o attiene all'uomo e può aiutare a conoscere più profondamente l'uomo, a capire la sua natura spirituale, a comprendere le sue strutture mentali, a cogliere il significato dei suoi comportamenti, a interpretare le leggi del suo pensiero, a definire infine il suo rapporto con la realtà.

Scienza e umanesimo, due termini, se non considerati antitetici, usati   finora per esprimere realtà culturali indipendenti, sono inscindibilmente legati l'uno all'altro. A questo assunto deve essere informato, in nome del​l'unità della cultura, l'insegnamento secondario.  Una intelligente reimposta​zione dei programmi di studio deve condurre alla ricerca degli elementi umanistici della scienza, da una parte, e alla scoperta, dall'altra parte, del​l'influsso di questa nella determinazione dei fatti culturali che hanno trovato riscontro nella produzione letteraria generale.

Un rilievo particolare merita il nesso tra filosofia e pensiero scientifico.  Esso, che è l'elemento principale della osmosi delle ormai tradizionali due culture, non è una forzatura, né una rivendicazione « campanilistica » degli esponenti di una provincia culturale (quella scientifica) emarginata: corrisponde invece a una tendenza mentale che si attualizza nel processo di autodeterminazione del pensiero.  La conoscenza scientifica, infatti, non è soltanto esperienza e scoperta: è anche sintesi di pensiero; e in quanto tale non può rimanere estranea alla riflessione filosofica. Senza cadere nel radica​lismo, in voga nel recente passato e pur oggi attuale, di voler ridurre l'intera filosofia alla epistemologia, non è esagerato dire che non ha senso porre il problema della conoscenza al di fuori di ogni riflessione critica sul pensiero scientifico.  D'altro canto questo non manca di essere filosofia quando si rivolge a considerare la propria potenzialità e i propri limiti.

    Considerazioni come quelle che abbiamo fatto oggi sembrano ovvie; e tali in effetti sono, perché ormai non c'è, tra gli intellettuali più aperti, chi non riconosca una sostanziale interdipendenza dei fatti culturali. C'è semmai diffusa l'esigenza, in un'epoca in cui l'eccessiva specializzazione provoca  vistose forme di alienazione e fa perdere il senso della propria identità personale, di un ritorno alla globalità del sapere.  Il problema è quello di dare concreta risposta a tale istanza.  La risposta può venire da una scuola rinnovata, che convogli nel proprio alveo le esperienze culturali più signi​ficative in un contesto didattico non più frammentato in settori distinti e incomunicanti, ma organizzato, pur nella diversità dei campi di indagine e   nelle differenti metodologie proprie di essi, in maniera tale da dare alla cultura unità e al sapere ricchezza e concretezza.


LA MATEMATICA È METODO

[« Annali della Pubblica Istruzione » Anno XXIX, n. 5 (1983) , pp. 619–621]

 «La matematica non è una materia, è un metodo.  Non è uno scaffale del sapere, quello che contiene formule, costruzioni mentali, astrazioni, che sembrano nascere le une dalle altre, per partenogenesi – come direbbero i biologi – senza fecondazione dall'esterno.  E’ un metodo: il metodo che porta da situazioni fisiche a situazioni mentali, da strutture reali a strutture astratte, che però hanno a che fare con le strutture reali di partenza, sono un loro perfezionamento (un loro limite)».

Questa frase, che figura nella prefazione a Il metodo matematico di L. Lombardo-Radice e L. Mancini Proia, sintetizza un preciso programma pe​dagogico, definendone anche la metodologia didattica. Essa esprime altresì, con la condanna del corrente modo di concepire la matematica, che però con questa non ha nulla da spartire, una viva istanza di rinnovamento di​dattico della disciplina mirante ad esaltarne il valore formativo. La matema​tica come metodo ha, infatti, un campo di applicazione praticamente senza confini, risultando poi le « situazioni mentali» in cui si esprime conquiste di autentico valore culturale.

Questo modo di intendere la matematica può far pensare alla sua ridu​zione, col riconoscimento del solo suo valore strumentale, a mera tecnica per la risoluzione di problemi pratici. Però, per quanto questo aspetto della matematica vada sempre più estendendosi e vengano assoggettate a mate​matizzazione le più disparate situazioni fisiche, vuoi che trattisi di fenomeni naturali o di realtà economiche e sociali, nel rilevare l'essenza prettamente metodologica della matematica si vuole piuttosto mettere in luce la sua ef​fettiva connessione con la realtà, come cioè essa non sia frutto di pura elu​cubrazione mentale, ma dalla realtà fisica mutui la sua ragion d'essere prima di diventarne, come poi frequentemente diventa, struttura e linguaggio espressivo semplice e sintetico.

     Ovviamente questa visione della matematica corrisponde alla particolare concezione filosofica che rifiuta il convenzionalismo delle idee e dei principi matematici. Quella concezione che ebbe in Federigo Enriques l'assertore più convinto in contrapposizione all'idealismo imperante al suo tempo, che negava carattere teoretico alla matematica, tacciando addirittura di falsità i  suoi concetti (chiamati appunto, spregiativamente, pseudoconcetti).

E una concezione neppure oggi universalmente condivisa sebbene tutta la storia della matematica sembra confermarla, né sarebbero concepibili la feracità e la ricchezza del pensiero matematico ove questo non avesse tro​vato nel rapporto  dialettico con la realtà  fisica lo stimolo e  le ragioni  non fittizie del suo estrinsecarsi, ma si fosse inventato le basi di un processo di astrazione senza limiti.  Essa è stata tuttavia propria delle più illuminate menti filosofiche dei matematici italiani, dall'Enriques al Lombardo-Radice; il quale, fedele alla tradizione italiana, che dalle stesse menti è stata incanalata e sostenuta, non disancora la sua proposta di rinnovamento (pur vasto e sostanziale) dell'insegnamento della matematica nelle scuole secondarie dal principio, professato in sede teorica, che «le idee matematiche sorgono nella empiria».  Ed è proprio con questa frase del Neumann che egli comin​cia la citata prefazione a Il metodo matematico; una prefazione che della stessa frase vuole essere, ed è, un significativo commento, fino alla conclu​sione, dove si preannuncia che nel testo «gli atterraggi al suolo del concreto saranno frequenti, e necessari, per non trasformare l'astrazione matematica in elegante, ma sempre più vuoto gioco intellettuale».  Questo equivale a una chiara scelta pedagogica, in cui l'aggancio alla realtà non è soltanto un efficace espediente didattico, ma corrisponde al rispetto della genesi dei concetti matematici e delle strutture che su di essi vengono costruite; strutture astratte, «che però – e lo ripetiamo – hanno a che fare con le strutture reali di partenza».

In siffatto ordine di idee l'astrazione matematica ha il suo innesco nel​l'intuizione, la quale è pure la direttrice del suo estrinsecarsi e la ragione del suo molteplice differenziarsi.

Ma nell'intuizione non si esaurisce l'atto creativo della mente, il quale si perfeziona e giunge a compimento nel suo processo di oggettivazione razio​nale.  Così che il suo essere metodo nulla toglie alla matematica della sua essenza di pensiero.  Non significa, infatti, che essa è pura tecnica o sem​plice categoria mentale, ma modo di determinarsi del pensiero, il quale non è estraneo alla sua essenza, ma la comprende nella misura in cui esso deve oggettivarsi per acquistare coscienza di sé.  La peculiarità delle forme in cui si attua tale processo di autodeterminazione, mentre è segno di una effettiva dialettica con la realtà concreta, è pure sostanza di una creatività plurima e inarrestabile.

La storicizzazione di tale creatività porta ad accertare la genesi empirica delle diverse branche in cui la disciplina è venuta articolandosi nella plura​lità delle determinazioni del suo metodo.  Una pluralità prima considerata inerente alla differenziazione degli interessi matematici, che la successiva e più recente analisi metamatematica ha indicato come implicita alla natura stessa del metodo nel costituirsi gli schemi astratti di relazioni con cui esercitare il suo potere di sintesi.

Questo ha portato a scoprire nessi sempre più stretti tra le diverse teo​rie matematiche, la cui tradizionale distinzione risulta oggi anacronistica, e tale va considerata anche a livello di scuola secondaria conformemente alle più aggiornate proposte didattiche, che al carattere unitario delle matemati​che si attengono anche nella struttura dei nuovi testi scolastici.  Il dualismo algebra-geometria, proprio del tradizionale insegnamento secondario della matematica, non ha oggi più ragione di essere in senso alternativo, ma trova una sua giustificazione nella complementarità dei procedimenti propri delle due discipline ai fini della conoscenza.

    Resta ovviamente da rimarcare il valore culturale delle loro specifiche acquisizioni concettuali e la peculiarità dei rispettivi metodi di indagine.  Da una parte c'è uno studio dell'algebra a cui va mantenuta la sua peculiarità, anche se non può ridursi a routine operativa, ma deve approfondire la co​noscenza della struttura concettuale della materia, oltre che per un possesso effettivo dello strumento algebrico come metodo di semplificazione della realtà nella sua configurazione simbolica e di risoluzione di problemi parti​colari, soprattutto per penetrarne lo spirito e coglierne il valore di sintesi di diversi concreti in un unico modello astratto; dall'altra una geometria razionale che va salvata, non tanto come apparato logico per un'utile ginnastica della mente, anche se non è trascurabile la sua funzione di educazione al ragionamento rigoroso e concludente, quanto come metodo di indagine dello spazio (geometrico) potente ed efficace sul piano euristico.  Ma geo​metria ed algebra non sono più differenziabili per la natura degli enti og​getto del loro studio, bensì perché esse corrispondono a situazioni mentali differenti e hanno una diversa connessione strutturale le astrazioni del me​todo matematico sulle situazioni concrete
 di partenza.

Liberato l'insegnamento della disciplina dai tradizionale schematismi e allargata, in virtù delle innumerevoli possibilità di applicazione del metodo matematico, la sua sfera di operatività, esso diventa un discorso incentrato  sulla matematica ma di ampio respiro culturale.  Così la matematica finisce di essere soltanto una tecnica per la risoluzione di particolari problemi pra​tici, per essere ( come è giusto che sia  –   anche,   e soprattutto,  una esal​tante esperienza mentale, imprescindibile e irrinunciabile.

Ma l'attuale situazione della scuola non consente questo.  Data la strut​tura dei vigenti programmi e dei corrispondenti tempi didattici (per una serie di motivi ormai inadeguati anche rispetto ai contenuti e alla metodologia dell'insegnamento tradizionale), il rinnovamento della didattica della mate​matica resta affidato all'«audacia» del singolo insegnante.  Il quale però, se non vuole essere anche sconsiderato, deve stare accorto nel mettere in moto processi didattici che in un secondo momento gli potrà risultare impossibile guidare e controllare.

Al momento attuale si possono fare soltanto dei tentativi di innovazioni parziali e limitate, ma solo se si riesce a coinvolgere concretamente, in un'a​zione collettiva consapevole e determinata, gli organi collegiali della scuola in cui si opera.  Il che non è sempre e dovunque possibile.  E se pure lo fosse, non potrebbe risolvere in maniera soddisfacente e con garanzia di ri​sultati in generale buoni il problema, per molte ragioni difficile e com​plesso, del rinnovamento didattico, la cui soluzione effettiva e generale può venire soltanto dalla riforma della scuola secondaria superiore.

Ecco dunque, se già più volte non fosse stata avanzata, una ragione di più perché questa venga attuata sollecitamente e con risolutezza.

Lucio Lombardo-Radice, matematico umanista e uomo di scuola
                       [«NUOVA ANTOLOGIA»  –  Fasc. 2153 (1985), pp. 440-444]
«La concezione umanistica della scienza è uno dei miei fondamenti».  Così ebbe a scrivermi sull'ultima cartolina inviatami, pochi mesi prima della sua improvvisa scomparsa (avvenuta il 21 novembre dei 1982), il professore Lucio Lom​bardo-Radice.  Tale concezione non corrispondeva a una acquisizione tardiva, rag​giunta nel tentativo di dare un senso alla sua scelta di campo, ma era stata il suo abito mentale di sempre; quell'habitus mentis che l'aveva spinto a ricercare negli studi di matematica l'appagamento più pieno del suo modo di intendere la cultura  – sotto qualunque espressione –  in senso umanistico e globale al di là e al di sopra di ogni limite e condizionamento specialistico.  Così che, mentre da un lato egli mi​litava nel campo della ricerca matematica, andava praticando, dall'altro, un’indagine di tipo metamatematico nella direzione di una maggiore consapevolezza filosofica del valore e del significato delle acquisizioni della matematica. La quale per lui era anche, e soprattutto, pensiero, come egli stesso ebbe a scrivere esplicitamente  – tra le tante volte –   pure nella introduzione alle sue Istituzioni di algebra astratta. Quivi, confessando di essere arrivato come l'Enriques, che fu suo maestro, alla matematica per una «infezione filosofica» liceale, ribadisce con forza che non avrebbe scelto di fare e non continuerebbe a fare il matematico se avesse pensato e se pensasse che la matematica fosse «solo tecnica e non anche cultura generale; solo calcolo e non anche filosofia, cioè pensiero valido per tutti».

Il significato della sua scelta è pure indicato dalla preferenza per l'algebra e dalla sua predilezione per il maestro (un algebrista per l'appunto) che gli sembrava sentisse, e gli fece sentire, «la matematica come arte, come filosofia, come pen​siero». Il maestro era Gaetano Scorza, che egli predilesse tra i pur eminentissimi ingegni che al tempo dei suoi studi universitari (1934-1938) illustravano l'Univer​sità di Roma sì per le sue qualità umane, ma soprattutto perché il suo insegnamen​to dava al giovane ma coltissimo e raffinato umanista quale egli era il senso del valore della scelta fatta e gli rivelava il volto della matematica più accattivante alla sua indole di esteta e di pensatore.  L'oggetto dell'insegnamento era anche di per sé attraente.  Il vasto orizzonte entro cui veniva a spaziare l'algebra moderna gli dava un senso di liberazione interiore e gli faceva sentire l'esaltazione e il fasci​no di una esperienza intellettuale ricca e illimitata.

     L'algebra  rimase  poi  al  centro dei suoi interessi matematici, che  spaziarono anche in campi diversi. E quando poté, perché ne venne istituita la cattedra, la fece og​getto del suo insegnamento universitario, lasciando per essa la cattedra di geometria che già ricopriva.  Un insegnamento cui egli si applicava con giovanile entusiasmo e con una passione che non lasciava indifferenti i destinatari, facendo loro scoprire ed apprezzare la ricchezza di pensiero insito nella essenzialità dei simboli e il carattere onnicomprensivo della generalizzazione astratta.  Nel porgerlo l'umanista non si lasciava mai sopraffare dal tecnico, ma sapeva ben emergere ed imporsi al momento opportuno, quando un riferimento storico o una riflessione filosofica potevano tornare a proposito per rimarcare il carattere di conquista intellettuale e il profondo contenuto di pensiero insiti in un apparentemente arido coacervo di simboli.

Di Lucio Lombardo-Radice matematico perché filosofo e umanista sono testi​monianza, oltre ai numerosissimi articoli, la sua introduzione alla versione italiana  dei Nuovi principi della geometria di Lobacévskij, da lui stesso curata, l'introduzione a una rac​colta di articoli di F. Enriques nel volume Natura, ragione e storia e soprattutto il breve ma succoso libro su L'infinito, uscito poco prima della sua prematura scomparsa.

In quest'ultima sua opera filosofia e matematica si intrecciano in una sintesi vivida, anche se talvolta ardua ai non iniziati, con qualche divagazione di sapore letterario.  Essa è l'espressione più matura del pensiero del nostro e il coronamento della sua carriera di «scrittore di matematica» brillante e incisivo.  Il premio che le venne attribuito sta inoltre a testimoniare la capacità del suo autore di focalizzare l'attenzione degli intellettuali di ogni estrazione sull'approccio matematico a un tema universale come quello dell'infinito; un tema trattato in filosofia e fonte financo di ispirazione poetica (si pensi a Leopardi), presentatosi in forma problematica fin dal suo apparire (con la scoperta delle grandezze incommensurabili) in matematica, dove è sembrato da doversi eludere finché non s'è trovata la maniera corretta e risolutiva di affrontarlo.  Dalla matematica viene anche data una precisa caratterizzazione delle intuizioni poetiche dell'infinito e  – come si sforza di evi​denziare il Lombardo-Radice – vengono suggeriti persino spunti di riflessione teo​logica.

Ne L'infinito tutto ciò è illustrato abilmente e con chiarezza.  Le argomentazioni dell'autore possono più o meno convincere e non è escluso che lascino perplessi, a seconda della base ideologica o del credo religioso del lettore, là dove si è portati a interpretate in chiave matematica l'arduo problema filosofico e teologico dell'infinità dell'Essere, ma lo stile agile ed elegante della prosa è senza dubbio av​vincente.  Soprattutto si avverte la padronanza dell'autore nel dominare la materia trattata e desta ammirazione la sua capacità di accostare esperienze intellettuali diverse  in  un'unica  panoramica  culturale  svolta senza  forzature  e  dissonanze.

Altra opera rappresentativa dell'umanesimo scientifico di Lucio Lombardo-Radice è la sua traduzione dal latino (che egli conosceva alla perfezione in ogni sua sfumatura lessicale) della Geometria degli indivisibili di Bonaventura Cavalie​ri. Il suo merito in relazione a questa fatica è bene che sia esaltato, perché essa è servita a rendere accessibile a tutti i matematici, di ogni livello, un'opera fondamentale per capire l'evoluzione del pensiero matematico, che però fino al 1966, quando, tradotta dal nostro, apparve per i tipi della UTET nella collezione dei «Classici della scienza», era accessibile soltanto a pochi.  La lucida introduzione e il puntuale  commento  del  Lombardo-Radice  non  solo  servono  a  dare  chiarezza a un testo di per sé ostico (anche nella versione italiana), ma rappresentano un'ori​ginale interpretazione dell'opera di Cavalieri, tale da integrare e in parte corregge​re quella tradizionale, fondata più volte su resoconti di seconda mano che su un diretto accostamento al testo.  Soprattutto chiaro e palpitante appare il quadro cul​turale del tempo di Cavalieri presentato dal nostro, che, da uomo egli stesso di  stampo rinascimentale e galileiano, sa cogliere con notevole acume i tratti essenziali dell'epoca e delineare con vivezza di particolari le figure dei protagonisti.

La traduzione della Geometria degli indivisibili rappresenta anche un contributo del Lombardo-Radice a beneficio della scuola, che ha potuto così arricchirsi di un testo utilissimo per dare all'insegnamento della matematica nella scuola se​condaria quel taglio storico-critico che consente di inserire la disciplina nel quadro degli studi secondari come parte integrante della cultura generale, riscattandola dal ruolo di disciplina tecnica cui di sovente viene relegata. Di questo egli fu certa​mente consapevole e non poté che rallegrarsi.  Perché la scuola, di ogni ordine e grado, fu la sua vocazione principale. Vocazione alla quale egli aderì con passione, dedicando ad essa notevoli energie intellettuali e fisiche.  

All'insegnamento universitario il nostro dedicò sempre gran parte del suo tempo.  Malgrado i molti impegni e le varie attività a cui era spesso chiamato, sapeva sempre trovare la maniera di onorare la sua funzione docente.  A Palermo, dove era stato chiamato alla cattedra di Geometria appena vinto il concorso, oltre a tenere due corsi e a seguire i laureandi, teneva anche frequenti seminari a un gruppo di giovani che egli indirizzava e guidava alla ricerca nell'ambito della geometria moderna e dell'algebra astratta.  Frutto del suo impegno didattico fu allora il volumetto Piani grafici finiti non desarguesiani, uscito per i tipi della editrice Denaro e destinato ai giovani del corso di Geometria superiore.  Un volumetto agi​le e sostanzioso, che veniva a porre la scuola palermitana a contatto con i fermenti  più vivi e le acquisizioni più avanzate nel campo della geometria moderna, desti​nato poi a formare l'appendice alla ponderosa trattazione Some Lectures on modern geometry di Beniamino Segre.

Nell'università e per l'università nacque pure il trattato di Istituzioni di algebra astratta.  Volto a soddisfare le esigenze dei giovani studenti del primo anno di matematica, esso uscì prima come raccolta di lezioni e venne steso in forma di  trattato (in via provvisoria, che poi restò definitiva) dopo il vaglio della esperienza didattica e accogliendo da tale esperienza gli apporti e i contributi delle persone ad essa in vario modo interessate.  Nella stesura finale esso mantiene il carattere di immediatezza delle precedenti «Lezioni», di cui riproduce il periodare agile e la forma relativamente discorsiva pur nel rispetto del rigore scientifico e nella dignitosa eleganza di una prosa senza pecche.

Intento dichiarato è anche quello di portare un contributo alla soluzione del «problema della collocazione della matematica nella cultura», ossia di offrire «un libro di informazione culturale e di formazione mentale da tutti utilizzabile».  Un intento che non poteva mancare in un uomo di cultura eclettico, scienziato e uma​nista nel contempo, quale fu il Lombardo-Radice.  Ma la ragione immediata che lo fece nascere, ossia quella di rendere un servizio alla scuola, resta, a mio avviso, la più vera, perché di fatto esso andava certamente a vantaggio dell'insegnamento universitario e veniva a rendere indirettamente un servizio anche alla scuola se​condaria attraverso la formazione dei futuri insegnanti.

A quest'ultimo tipo di scuola il Lombardo-Radice non guardò con l'atteggiamento di sufficienza che spesso si riscontra nei cattedratici universitari, ma con vivo rispetto e direi quasi con amore, facendosi carico, nei limiti delle proprie pos​sibilità, dei suoi problemi didattici e organizzativi.  E ne diede il segno nel rapporto intenso e vivo mantenuto per lungo tempo con gli insegnanti delle scuole seconda​rie, a cui volle dedicarsi più particolarmente scegliendo negli ultimi tempi l'inse​gnamento delle matematiche complementari (destinato appunto alla preparazione dei futuri insegnanti) e organizzando un laboratorio per la sperimentazione didattica.

Il metodo matematico, nuovo e innovatone testo per le scuole secondarie superiori, scritto in collaborazione con Lina Mancini Proia, indica significativamente l'intento del Lombardo-Radice di aderire alla necessità di colmare lo stacco tra scuola media e scuola secondaria di secondo grado, da una parte, e tra quest'ulti​ma e l'università dall'altra.

Il permanere in una situazione di stallo della scuola secondaria riguardo al progresso della matematica sul piano dei contenuti concettuali e la esigenza di una nuova didattica, in rapporto anche alle spinte della tecnologia d'avanguardia, non lo lasciarono indifferente, né il suo impegno si esaurì in una critica sterile e astrat​ta. Il suo contributo al rinnovamento fu, invece, concreto e visibile: si espresse nella partecipazione attiva alla stesura dei nuovi programmi della scuola media e nel continuo rapporto di collaborazione con gli insegnanti della scuola di ogni livello, dei quali raccolse esigenze e valorizzò l'esperienza per un miglioramento della didattica, almeno nei limiti in cui l'attuale ordinamento scolastico potesse consentire.

Foro e palestra della intensa attività pedagogica del Lombardo-Radice fu la rivista «Riforma della scuola», da lui fondata con D. Bertoni Iovine e poi diretta per più lustri.  Questa rivista, seppure caratterizzata politicamente, fu per il nostro uno strumento di propaganda culturale che egli condusse, senza con ciò rinunciare al suo punto di vista, con superiore senso della universalità del sapere e senza set​tarismo.

D'altro canto il settarismo non caratterizzò mai il suo rapporto dialettico con chi fosse su posizioni diverse dalle sue, tanto che ebbe a trovarsi spesso in collabo​razione fruttuosa e cordiale con persone ideologicamente molto lontane da lui.  In​tenso e continuo fu, per esempio, il suo dialogo con esponenti del mondo cattoli​co; un dialogo sorretto dalla sua rispettosa attenzione verso il Cristianesimo, di cui capiva e non mancava di sottolinearlo, il valore positivo per il progresso civile, morale ed economico della società.  E con i cattolici più illuminati ed aperti ebbe sempre  modo  di  incontrarsi  per  una  comune azione sotto il segno della pace e della emancipazione dell'uomo.

     L'impegno pedagogico dei Lombardo-Radice non fu meramente teorico e limitato alla sua funzione docente, ma vasto e sostanziato da un vivo e intenso rapporto col mondo giovanile.  Il suo interesse per la gioventù e la fanciullezza non fu di maniera, ma autentico e dettato da sincero amore e si espresse concretamente in un contatto frequente e cordiale.  Scrisse per l'educazione dell'infanzia un bellissimo volume, L'educazione della mente, dove trasfuse la sua esperienza di padre e la sapienza che gli derivava dall'insegnamento paterno (di G. Lombardo-Radice). Ai  ragazzi  dedicò il volumetto  di  storia  della  matematica  Da  Pitagora  a  Newton, intelligente e vivace rassegna delle più significative conquiste dei pensiero matematico.  Negli ultimi anni della sua esistenza egli visitò parecchie scuole in varie parti d'Italia e dell'Europa, scuole elementari e medie.  Avvicinò i più piccoli per seguirne lo sforzo di apprendimento e studiare la maniera di approntare metodologie didattiche appropriate all'età e alle diverse capacità ricettive.  Fu tra i giovani delle secondarie per ascoltarli e per dialogare con loro su temi particolarmente im​portanti.

Nell'università, dove era il campo della sua quotidiana azione didattica, Lucio Lombardo-Radice fu per i giovani un maestro nel senso pieno della parola, maestro di sapere e maestro di vita.  Seguì con interesse le loro azioni di lotta e, quando le ritenne giuste, se ne fece partecipe.  Mentre seppe dissociarsi dal ribellismo immotivato e settario, che cercò di ridurre alla ragione richiamando i protagonisti al senso di responsabilità e alla tolleranza col mettere in evidenza il pericolo insito nelle posizioni manichee e riduttive della realtà a scherni semplicistici.

Una figura quella di Lucio Lombardo-Radice di intellettuale senza saccenteria (e perciò degna di essere additata ad esempio) e di maestro senza boria.  Questo lo rendeva gradito ai giovani, che da lui si sentivano incoraggiati e sorretti.  Una figura il cui insegnamento merita di essere perpetuato tra le nuove leve di giovani, in cerca di ideali in cui credere e desiderosi di accostarsi a testimonianze di vita vissuta intensamente all'insegna dell'altruismo.

Matematica e maturità



[«Nuova Secondaria»  – 1/1985, p. ]

Tra i meriti (non pochi) di « Nuova Se​condaria » va messo giustamente in ri​lievo quello di avere dato largo spazio alla matematica.

   Soprattutto meritorio mi appare che dì questa disciplina la rivista ha curato, in una serie di articoli che rappresen​tano un utilissimo corredo didattico per dare un taglio storico-critico all'insegna​mento della matematica nelle scuole se​condarie, l'aspetto più propriamente concettuale, spesso trascurato a vantag​gio di quello tecnico-strumentale.  Valga per tutti la citazione degli stimolanti articoli sulle geometrie non-euclidee, che danno un quadro vivace e completo di una felice stagione creativa del pensie​ro matematico.

   In direzione diversa da « Nuova Se​condaria » sembra muoversi il Ministe​ro della Pubblica Istruzione, come prova la esclusione per il terzo anno consecutivo della matematica dagli esami di maturità classica, che quest'anno pre​sentano la novità di non prevedere nes​suna materia scientifica (ove la mate​matica potrebbe essere rappresentata almeno indirettamente) tra quelle scelte per il colloquio.  Un dato di fatto, que​sto, su cui val la pena di riflettere per​ché reca, indipendentemente dal suo significato, un sicuro danno immediato e può essere un grave segno di infelici scelte pedagogiche per l'avvenire.

   C'è, infatti, innanzitutto da temere per il futuro prossimo un riflesso negativo di siffatta esclusione sulla preparazione scientifica dei giovani del liceo classico (e si badi che molti di costoro si iscri​veranno a facoltà scientifiche), dato che questi avranno un incentivo pratico di meno (l'esame) per impegnarsi nello studio della matematica e un alibi ben valido nella sottintesa scarsa incidenza attribuita ad esso in sede autorevole al fini della acquisizione della maturità.

   La vera preoccupazione però nasce dal sospetto che la scelta (o non scelta) mi​nisteriale possa essere l'indizio di una mentalità propensa a riproporre una anacronistica dicotomia della cultura in umanistica e scientifica e soprattutto a relegare la matematica nel novero delle discipline esclusivamente tecniche.  Que​sto verrebbe a far cadere la speranza di una piena valorizzazione degli studi scientifici, e della matematica in parti​colare, non solo sotto il profilo pratico, assai importante nel tempo presente, ma anche sul piano formativo.  E sarebbe piuttosto grave se l'ipotesi dovesse ri​velarsi fondata.

   Al fine di evitare il perpetuarsi di un errore che già troppo ha pesato sulla cultura nazionale, visto che se ne è pre​sentata l'occasione, va ribadito subito che non ha più senso un umanesimo di marca prettamente letteraria e che – come ebbe a dire autorevolmente anche Beniamino Segre  –  «la mate​matica è disciplina umanistica»; e lo è certamente sia in assoluto per il profondo contenuto di pensiero delle sue idee e dei suoi concetti, sia per la sua fondamentale presenza nella cultura di ogni tempo.

   Quale che sarà il futuro assetto degli studi secondari, non si pensi di potere prescindere in nessun tipo di scuola dalla matematica, e dalle scienze in ge​nere, ai fini della formazione culturale.  Il dilemma non si pone nel senso di escludere o includere le materie scien​tifiche nel processo formativo, ma nel modo di guardare ad esse, essendo scon​tato che non se ne può prescindere.  Va a proposito tenuto presente che la scuola (soprattutto nell'indirizzo dichiarata​mente umanistico) deve rivolgere ad esse  –  come giustamente suggerisce il Prof.  Italo Lana in « Nuova Seconda​ria », n. 5, 1985  –  « la sua attenzione in maniera diversa dall'attuale, .... fa​cendo oggetto di studio anche la storia delle discipline scientifiche non come un momento di curiosità ma come aspet​to necessario per comprendere le posi​zioni di oggi e rendersi disponibili agli sviluppi di domani ».

L’umanesimo dell’era dei computer



            [Nuova Secondaria  –  N. 10/1988, pp. 64-66 ]
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La risposta più qualificante all'istanza di rinnovamento della scuola è il piano per la diffusione dell'informatica.  Si tengano però presenti due fatti: che l'in​formatica non è la panacea di tutti i mali della scuola; che, quand'anche lo fos​se, un piano improvvisato, tra l'impre​parazione generale, e reso operante at​traverso affrettati corsi di aggiornamen​to, è destinato di fatto a non produrre risultati congrui al suo costo economi​co. Senza dire che, impostato al di fuo​ri di una radicale riforma dei contenuti culturali e della metodologia didattica della scuola secondaria superiore, può raggiungere l'obiettivo di fare acquisi​re la manualità pratica nell'uso dei com​puter (cosa in vero non disprezzabile, anche se difficile da raggiungere quando manchino le indispensabili nozioni teoriche), ma elude il problema di fon​do che deve porsi l'istituzione scolasti​ca di una società giunta allo stadio post​industriale, ossia il problema di svilup​pare in ogni caso, qualunque sia il tipo di istruzione fornita, l'autonomia, la creatività, le capacità critiche., dell'indi​viduo – che va considerato sempre co​me persona – contro le possibilità di appiattimento e di atrofia intellettive in​site nel sistemi operativi computerizza​ti. Problema, questo, la cui soluzione sta in gran parte in un insegnamento matematico di notevole spessore cultu​rale, quale può essere quello volto a fa​re emergere la sostanza concettuale della matematica, nonché l'intelligenza che sorregge il suo metodo, capace di fissa​re in un simbolo un'essenza, come di creare strutture astratte semplificatrici di realtà complesse e di inventare pro​cedimenti generali e unificanti per di​stinte situazioni concrete particolari.

Un tale insegnamento della matemati​ca è quello che si ha da impartire nella scuola secondaria di secondo grado se si vuole che questa adempia bene il com​pito – demandatole istituzionalmente – di fornire ai giovani una cultura ge​nerale sostanziata di contenuti e di va​lori in armonia con la temperie intellet​tuale del tempo presente e avvenire.  E questo va fatto senza trascurare la tecnica operativa; la quale oltre ad essere utile in pratica, ha pure la sua impor​tanza sotto il profilo formativo, specie se adoperata con intelligenza e perspi​cacia.  Infatti, «anche gli algoritmi di calcolo ... ( come dice il nuovo pro​gramma per la scuola primaria, correg​gendo un vecchio luogo comune sul valore meramente pratico, non solo del calcolo, ma di tutta la matematica ​ –  hanno una valenza formativa ben al di là delle utilizzazioni pratiche che un tempo giustificavano il loro inserimen​to nei programmi».

Come esercizi, i procedimenti di calco​lo, oltre ad accrescere la scioltezza ope​rativa, concorrono a sviluppare quelle capacità inventive che consentono di co​niugare, senza cadere nel virtuosismo estetizzante o vacuo, i risultati pratici con i pregi estetici, quali snellezza e sem​plicità, che costituiscono i canoni del​l'eleganza matematica (e non soltanto di questa).

A tali mete, però, non si arriva facil​mente e subito.  Come in tutte le disci​pline in cui si hanno da conciliare tec​nica e creatività per il raggiungimento di risultati apprezzabili, il calcolo richie​de applicazione tenace ed esercizio pro​lungato, sacrifici che non si sopporta​no quando si possono eludere.

La sempre crescente disponibilità di cal​colatrici tascabili, che ormai anche i bambini delle elementari tengono tra gli accessori scolastici d'uso corrente, ha reso consueto il loro impiego ogni volt​a che si va appena al di là della tavola pitagorica.  La conseguenza è un ottun​dimento delle capacità di calcolo men​tale, sia riguardo alla elaborazione dei dati, sia (il che è più grave) nell'appli​cazione appropriata e semplificata del​le regole operative.

Lungi da me un atteggiamento di rifiu​to pregiudiziale nei confronti delle cal​colatrici.  Sono stato anzi autore, recen​temente, di un breve articolo in cui pro​pugno la riscrittura dei testi di trigono​metria in considerazione del fatto che le calcolatrici possono, e dovrebbero, prendere il posto, nell'insegnamento della materia, dei manuali logaritmico-​trigonometrici.  Dico, però, che esse vanno usate cum grano salis, ossia quando sono necessarie e sempre in ma​niera intelligente.  Adoperarle quando la nostra mente è capace di superarle in ra​pidità, direttamente o facendo uso ap​propriato delle proprietà formali delle operazioni, significa accettare uno svan​taggio in pratica, negandosi anche la soddisfazione dell'autonomia, e soprat​tutto inibire la propria inventiva.  Non tenendo, per di più, conto che l'uso del calcolatore richiede, paradossalmente. maggiori capacità di calcolo mentale, come è riconosciuto anche nel citato programma per la scuola primaria, do​ve si mette in evidenza «che tali capaci​tà non solo sono utili a prevedere e a ve​rificare lo sviluppo, anche in approssi​mazione, di operazioni complesse ese​guite per iscritto, ma servono, inoltre, a controllare l'esito delle operazioni stesse, allorché in momenti successivi verranno, realizzate mediante calcolatrici tascabili».  Un'affermazione, questa, di notevole rilevanza pedagogica, in quan​to, nel ribadire l'utilità pratica del cal​colo mentale, implicitamente esalta il valore della preminenza della mente umana di contro al carattere meramen​te strumentale e subalterno dei meccanismi di ogni genere.  Un'affermazione che acquista maggiore peso dato che si trova in quegli stessi programmi che contengono significative aperture (con​trariamente a quello che accade per la secondaria, la scuola elementare si proietta in avanti) alla logica e all'infor​matica, atte a qualificarli di modernità.

D'altro canto, una cosa è certa: se oggi esistono gli elaboratori elettronici, ciò va riferito anche al fatto che la mate​matica ha raggiunto uno stadio di svi​luppo che ne ha consentito la realizza​zione.  Ragione per cui sarebbe un vero assurdo ridurre la matematica a pura tecnica sussidiata dai calcolatori quan​do è vero, al contrario, che nessun uso intelligente ed efficace, anche a livello di programmazione minima per una successione di elementari operazioni aritmetiche, può essere fatto di questi strumenti senza un'adeguata base di co​noscenze matematiche.

Di questo sì deve tener conto nel taglio da dare alla formazione culturale delle generazioni future; la quale ha da esse​re sì umanistica, ma in senso nuovo: nel senso che debba far perno sull'educa​zione matematica.

Le cosiddette «macchine pensanti» ormai non sono più una chimera.  Presto anche l'uomo della strada sarà chiama​to a dialogare con esse. È dunque indi​spensabile, se si vuole evitare all'uomo una crisi di identità indotta dal boom tecnologico, che lo si renda consapevole, ad ogni livello, delle basi concettua​li e logiche di tanto mirabili invenzioni; le quali non possono esaurirsi in un cor​redo di nozioni tecniche indispensabili all'uso, come avviene per gli elettrodo​mestici di ogni genere, ma acquistano consistenza in una formazione matema​tica ricca di contenuti concettuali e dut​tile alle più diverse e esigenze operative.

La civiltà tecnologica ha portato anche una rivoluzione nel campo dei valori umani, coinvolgendo il significato stesso di cultura, cosi come ha messo in crisi l'umanesimo tradizionale basato sullo studio dei classici.  Ecco, dunque, un ul​teriore (e fondamentale) motivo di una piena valorizzazione, a livello scolasti​co, della matematica come pensiero.  Il che in dettaglio significa, da una parte, l'approfondimento, in senso storico cri​tico, delle idee matematiche (quali, per esempio, il concetto di spazio, quello di numero nelle diverse successive estensio​ni, l'idea di continuità e la sua formu​lazione logica, ecc.) fino alle più recenti conquiste del pensiero matematico; e dall'altra un'educazione al metodo matematico con la sua capacità inventiva e l'efficacia, euristica ed espressiva, del  suo linguaggio simbolico.

Tale valorizzazione, che corrisponde a un sostanziale progresso per la scuola secondaria (ferma ai programmi del 1923, quando all'insegnamento mate​matico era riconosciuto solo un fine pratico), rientra, nel disegno innovato​re, perseguito dagli intellettuali più ca​paci di intendere l'urgenza dei tempi, mirante ad annullare la dicotomia tra cultura umanistica e preparazione scientifico-tecnica, superando, senza cancellarlo, l'umanesimo tradizionale in una concezione integrale dell'uomo, vi​sto nella globalità di tutte le sue espres​sioni morali e intellettuali.  Un disegno ormai maturo a livello teoretico, che ab​bisogna soltanto di essere tradotto in un programma pedagogico operativo.

La ragione dei fatti, culturali e pratici, oggi lo impone come una scelta politi​ca obbligata e indifferibile. Il che ren​de pure indifferibile la riforma della scuola secondaria di secondo grado, in cui esso può trovare la sua naturale e piena attuazione.

LA MATEMATICA NEL BIENNIO

DELL’INDIRIZZO CLASSICO

 [«Nuova Secondaria»  –  N. 10/1991, pp.22-23]

«Parte rilevante del pensiero umano ed elemento motore dello stesso pensiero filosofico» . Così è qualificata la mate​matica nel programma proposto dalla Commissione Brocca per il biennio della scuola secondaria superiore. Tale defi​nizione rappresenta un notevole salto di qualità, che corona il pluriennale impegno delle migliori energie intellettuali, di matrice matematica ed anche di di​versa estrazione culturale, volto a rom​pere lo storico steccato nazionale tra cultura cosiddetta umanistica e scienza.  La proposta in argomento mira a tra​durre in criterio normativo quello che è sempre stato l'orientamento prevalente della matematica italiana, la quale vanta molte illustri figure di matemati​ci umanisti attorno e sulla scia di un ca​poscuola di levatura mondiale quale fu Federigo Enriques.  Non è, infatti, per nulla una novità in ambito matematico il concetto di matematica sopra enun​ciato.  Questo è stato semmai il fonda​mento di ogni rivendicazione del dirit​to della matematica ad essere conside​rata parte integrante della cultura e non già – come purtroppo è stata anche au​torevolmente ritenuta – una provincia secondaria del sapere.

Che «la matematica è una disciplina umanistica» l'ebbe a scrivere, dandone anche una dotta e lucida giustificazio​ne, circa un trentennio fa Beniamino Se​gre.  E Lucio Lombardo-Radice nella prefazione alle sue Istituzioni di algebra astratta, dopo avere attribuito la pro​pria scelta della matematica come cam​po di studio e di ricerca a una «infezio​ne filosofica» liceale, sottolineava che non avrebbe scelto di fare e non avreb​be continuato a fare il matematico se avesse pensato che la matematica fosse «solo tecnica e non anche cultura gene​rale; solo calcolo e non anche filosofia, cioè pensiero valido per tutti».  Oggi a tali autorevoli affermazioni fa eco il pri​mo capoverso della nota sulle finalità ​dell'insegnamento matematico che co​stituisce la premessa al citato program​ma per il biennio superiore.  Adottare ta​le programma significa perciò porre in essere quella sostanziale rivalutazione, in senso umanistico, dell'insegnamento della materia da sempre sostenuta dalle più eminenti personalità accademiche e a lungo auspicata dall'intero corpo dei docenti di matematica dell'indirizzo classico.

Si tratta di un'occasione proprio da non perdere.  Anche perché a renderla pro​pizia concorre, oltre alla notevole for​za persuasiva sull'utenza scolastica che discende dall'autorevolezza del contesto in cui il nuovo programma è venuto al​la luce, anche il vantaggio pratico dell'aumento delle lezioni settimanali de​stinate alla matematica. Un vantaggio, questo, di non poco conto, giacché è proprio lo scarso numero di ore dispo​nibili che scoraggia al liceo classico ogni seria iniziativa di qualificazione dell'in​segnamento della materia anche quan​do ne sussistono le condizioni essenzia​li della disponibilità dei discenti e della perizia degli insegnanti.

A parte queste pur valide considerazio​ni (di principio e di opportunità), va an​che detto che il programma Brocca (mi riferisco in particolare a quello indica​to con la lettera A) è valido in sé, sia sot​to il profilo dei contenuti che della me​todologia didattica.  Concepito sulla ba​se della più accreditata epistemologia, esso propone obiettivi culturali perti​nenti, tenuto conto degli indirizzi di stu​di a cui è destinato, sul piano formati​vo e ben assortiti con riferimento alla funzione applicativa della matematica.  Suddiviso secondo un razionale criterio di utilizzazione didattica, risulta ben ar​ticolato nei contenuti e suggerisce una metodologia accortamente attenta alla natura e alla genesi dei concetti discipli​nari, oltre che legata a quello che viene individuato come «carattere fondamen​tale dell'educazione matematica», quale è «il porre e risolvere problemi», onde si ravvisa «l'utilità che l'insegnamento sia condotto per problemi», con l'intento di portare gli alunni a scoprire rela​zioni di carattere generale, da cui partire per giungere, attraverso gli opportu​ni collegamenti razionali alla sistema​zione delle nozioni via via apprese.  Si tratta, come è facile capire, di un so​stanziale cambiamento del tradizionale modo di trattare la matematica nel li​ceo classico, che nella geometria razio​nale, vista come sistema logico ipote​tico-deduttivo, ha avuto il paradigma e lo strumento principe dell'azione edu​cativa della disciplina.  Ora si vuole pri​vilegiare la matematica come metodo ri​spetto al cliché di una matematica vista staticamente come dottrina perfetta nel suo rigore formale, con carattere dì sa​pere compiuto ed immutabile; e del me​todo s'intende avvalorare l'aspetto più propriamente creativo.

Riguardo all'aumento delle ore di lezio​ne, quello della matematica è proprio il caso in cui esso, mentre risulterebbe fa​vorevole agli alunni  non nuocerebbe agli insegnanti, i quali allo stato attua​le hanno l'obbligo di due ore settima​nali di disponibilità, al di là del loro ora​rio di cattedra (16 ore), che meglio po​trebbero impiegare nel loro servizio or​dinario, piuttosto che spenderle in un servizio di supplenza spesso infruttuo​so perché indeterminato nel tempo e im​precisato nella destinazione.  Senza con ciò incidere sull'organizzazione didatti​ca d'istituto, dato che il supplemento di orario verrebbe a riguardare soltanto le prime due classi di un solo corso, dove gli insegnanti di lettere, che assorbono la gran parte del tempo didattico, ope​rano in totale indipendenza dal conte​sto generale.

Al contrario, non si può non tenere con​to del fatto che in nessun caso, tra i pia​ni di studi dei diversi indirizzi, si ipo​tizzano per il futuro assetto della scuo​la secondaria superiore meno di quat​tro ore di matematica nelle classi del biennio.  Segno che risulta generalmen​te condivisa l'opinione dell'opportuni​tà di aumentare lo spazio didattico del​la materia nelle scuole dove esso è stato finora piuttosto ristretto, considerando​si in particolare anacronistico quello previsto dall'attuale ordinamento per il ginnasio.  Del che è bene prendere atto se non si vuole che la scuola freni il cam​mino della storia, anziché agevolarlo, come sarebbe suo preciso compito.  

A prenderne atto, nelle more del pro​nunciamento parlamentare, che per molte ragioni, a tutti note, non si potrà avere in tempi brevi, sono chiamati i collegi dei docenti; i quali possono gio​varsi della facoltà di sperimentazione lo​ro concessa dai decreti delegati per at​tuare nei fatti quella riforma, da loro stessi invocata da tempo, che difficil​mente avrà la consacrazione sul piano legislativo.  C'è un rischio, però.  Ed è quello che si passi dall'inerzia alla con​fusione.  La frenesia di adottare comun​que un progetto di sperimentazione può indurre a compiere scelte tanto avventate quanto problematiche nella esecu​zione e insignificanti nel contenuto.  E possibile, per esempio, che si program​mino sperimentazioni su «progetti assi​stiti», i quali probabilmente non avranno un avvenire, e si tralascia di adotta​re un programma, come quello elabo​rato dalla Commissione Brocca per la matematica, che certamente, per ineludibili ragioni, darà sostanza alla futura didattica della scuola secondaria, a pre​scindere dalla riforma degli ordina​menti.

Il caso della matematica al liceo classi​co merita, per la sua peculiarità, una considerazione a parte nel contesto delle sperimentazioni.  In riferimento ad es​so il termine «sperimentazione» dovreb​be solo servire ad aggirare l'ostacolo de​gli. attuali ordinamenti sotto il profilo della legittimità formale. Perché si trat​terebbe di adeguare, con il correttivo dell'orario, l'insegnamento della mate​ria alla sua indiscussa, e ormai univer​salmente riconosciuta, importanza sul piano pedagogico e in relazione alle sempre più numerose e significative ap​plicazioni di essa.  Si tratterebbe, cioè, di cominciare ad assegnare concreta​mente «un ampio spazio per utilizzare la sua (nel testo citato c'è loro, perché si parla anche delle scienze sperimenta​li) forte valenza formativa e in vista di più specifiche competenze», come op​portunamente si sottolinea nell'ipotesi di piano di studio quinquennale per l'in​dirizzo classico (v. «Nuova Seconda​ria», n. 7, 1991, pag. 98).  Ragione per cui la facoltà di adozione dei nuovi programmi per il biennio da parte dei col​legi dei docenti, escludendosi la possi​bilità di non adozione, dovrebbe essere raccomandata come un dovere ineludi​bile e irrinunciabile.  Se ne gioverebbe la scuola di oggi e la società di domani.

I NUOVI PROGRAMMI DELLA COMMISSIONE BROCCA ALLA PROVA DEI FATTI
Una difficile sperimentazione

La testimonianza di un lettore–docente sui numerosi problemi insorti in un liceo siciliano.  Urgono nuovi ordinamenti

[«Tuttoscuola»  –  N. 322-323 (1992), p.72 ]

A prescindere dalle obiezioni che si possono elevare sui contenuti specifici dei programmi elaborati dalla Commis​sione ministeriale Brocca, vanno sottoli​neate due novità senza dubbio positive; l'aumento del tempo didattico e l'esten​sione dell'insegnamento della filosofia a tutti i tipi di istituti secondari superiori.  La prima risponde certamente all'esigen​za inderogabile di una maggiore qualifi​cazione degli studi superiori e tende a ri​dimensionare di fatto l'onere delle fami​glie per l'istruzione dei loro giovani componenti.  La seconda –  che rappre​senta l'elemento più qualificante della proposta programmatica – assume il si​gnificato di una vera e propria scelta di civiltà, in quanto mira a ribadire la cen​tralità della persona umana nell'educa​zione e la preminenza, in ogni settore delle attività, dell'homo sapiens sull'ho​mo tecnicus.
Ciò che non ha senso è, però, il pensa​re che si possano attuare i predetti pro​grammi attraverso l'adozione, in via spe​rimentale, degli stessi da parte dei vari collegi dei docenti.  L'esperienza dice, in​fatti, che le difficoltà incontrate dal Par​lamento sulla riforma della scuola (mai perciò arrivata in porto) non si riducono, per questa via, ma si moltiplicano per tante volte quante sono le scuole investi​te del compito di addivenire, restando in​variati gli ordinamenti, a un aggiorna​mento dei programmi di studio e delle ri​spettive metodologie didattiche.  Ostando in molti casi misoneismo, pigrizia men​tale e ragioni contingenti, vere o presun​te, di ogni genere.

Al nostro liceo, per esempio, si è già dovuta contrastare una levata di scudi degli studenti e delle loro famiglie contro il prolungamento dello studio delle lin​gue straniere oltre la V ginnasiale.  Il mo​tivo dichiarato della protesta è stato il di​sagio degli alunni pendolari in conse​guenza del prolungamento dell'orario scolastico.  Un motivo, questo, certamen​te plausibile, ma che sussiste solo perché gli Enti locali non sono capaci di onorare con tempestività ed efficacemente i loro obblighi riguardo alla garanzia del diritto allo studio.

 Sorte migliore non ha avuto finora la sperimentazione del programma Brocca di matematica.  Ancora in fase di propo​sta (si dovrebbe porre in essere a comin​ciare dal prossimo anno scolastico), essa è stata già abbastanza osteggiata.  Né so​no rosee le prospettive di accoglienza fu​tura.  Le remore in sede di approvazione da parte degli organi collegiali interni ne lasciano, infatti, prevedere un non facile iter esecutivo.  A ciò contribuendo la ri​luttanza ad accettare un mutamento del ruolo delle discipline scientifiche nell'àmbito umanistico da parte dell'opi​nione corrente, portata a restringere tale ambito al cliché rispondente al senso co​mune delle persone di media cultura, le quali sono per l'appunto, soprattutto in provincia, quelle che la determinano.

Ad un'intellighenzia locale fortemente legata, proprio per la deformazione men​tale acquisita tra i banchi di scuola, a una visione unilaterale dell'umanesimo e per nulla disposta a lasciar cadere ombre di discredito sulla propria superiorità intel​lettuale, sarà difficile fare accettare un potenziamento degli studi matematici al liceo classico col motivo che questi, al di là delle applicazioni che la matematica trova nelle scienze di ogni genere e nella tecnologia, contribuiscono in modo de​terminante alla formazione culturale ge​nerale perché la matematica è «parte rile​vante del pensiero umano ed elemento motore dello stesso pensiero filosofico».

La nostra esperienza, benché non ge​neralizzabile, non può certamente essere considerata né unica né singolare.  Ed è senza dubbio esemplare per ciò che attie​ne alla matematica, essendo piuttosto diffusa la mentalità che considera questa materia soltanto una tecnica, utile, sì, in pratica, ma insignificante sotto il profilo teoretico.

Se si aggiunge che non tutti gli inse​gnanti sono disposti a mutare i contenuti programmatici e la metodologia didatti​ca di loro pertinenza, non ci vuole molto a capire che è illusorio pensare di addive​nire alla riforma della scuola secondaria superiore attraverso la sperimentazione dei nuovi programmi prima del muta​mento degli ordinamenti.  E sarà stata fatica vana, benché per tanti aspetti merito​ria, quella della Commissione Brocca se il Parlamento neoeletto non farà subito quanto di sua competenza perché gli stu​di secondari superiori abbiano ordina​menti adatti allo svolgimento dei pro​grammi da essa elaborati.

L'ARTE DELLA MATEMATICA
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    [«Nuova Secondaria»  –  N. 4/1996, pp. 80-82]

L’opinione che la matematica e la poe​sia siano agli antipodi è legata anche all'influenza crociana sulla nostra cultura nazionale.  Un'influenza non ancora del tut​to superata, essendosi espressa a lungo ne​gli itinerari pedagogici di ogni livello e per​ciò avendo contributo significativamente alla formazione di una mentalità vasta e du​ratura.

Contro l'opinione corrente, ferma e d'alto profilo è stata, da sempre, la reazione dei matematici italiani; i quali hanno rivendica​to per la loro disciplina non solo un ruolo pe​dagogico più incisivo, ma anche una posi​zione di rilievo nella cultura, pari a quello delle lettere e delle arti figurative.  Per costo​ro l'accostamento della matematica con la poesia non è affatto forzato, essendo stato per alcuni di essi proprio il fascino poetico delle cose matematiche uno dei motivi, se non l'unico, della loro scelta di campo.

Se Croce ha ritenuto l'arte e la scienza (nel senso di filosofia) accomunabili per il lato estetico, malgrado la loro netta distinzione come manifestazioni, rispettivamente, della conoscenza intuitiva e della conoscenza in​tellettuale, non può negarsi (e non si capisce come il Croce abbia potuto negarlo) il colle​gamento tra matematica e poesia per il lato della creatività: a collegarle sono, infatti, la comune base intuitiva e l'aspetto immagini​fico del loro estrinsecarsi.

D'altra parte, la precocità del genio matema​tico, che ha avuto molti illustri esempi, da Pascal a Gauss, ad Abel, a Galois  –  per ci​tarne solo alcuni dei più noti  –  è indiretta​mente prova di quanto l'intuizione e l'imma​ginazione in senso lato lo abbiano sospinto e sorretto nella sua attività creativa.

Il tema dell'infinito
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Dove non può esservi forzatura nell'acco​stamento della matematica alla poesia è sul tema dell'infinito.  Questo ha rappresen​tato il cimento più arduo del pensiero mate​matico e lo sfondo su cui si è librata anche l'ala della poesia.  Entrambi, il matematico e il poeta, attratti dal fascino dell'ignoto ed en​trambi inibiti o sgomenti dall'immensurabi​lità dell'essere proprio di una realtà (l'infinito) che lo spirito sente a sé affine, ma da cui l'intelligenza razionale teme di essere sover​chiata.

Analoga ebrietà (benché diversa nella genesi e nella forma) sembra accomunare Galileo e Leopardi di fronte all'infinito: il primo che, lungi dall'esserne inibito, resta addirit​tura affascinato dai paradossi che si annida​no nell'infinito in atto (al suo tempo respinto dalla cultura dominante); l'altro che sente dissolvere il senso della propria insicurezza nel dolce naufragare «in questo mare».

Né può sembrare una contaminatio il coglie​re nella finzione leopardiana dell'infinito l'analogia con l'acquisizione dell'infinito potenziale matematico; alla cui trasposizio​ne poetica ben s'addice, infatti, la siepe del​l'ermo colle con il suo essere, ad un tempo, limite e significazione di un «di là» senza «ultimo orizzonte».

Forse non sarebbe del tutto da respingere l'ipotesi che l'infinito leopardiano più che un infinito potenziale sia da considerarsi un infinito in atto, colto hegelianamente, in un lampo poetico, per contrasto con la finitezza dello spazio delimitato dalla siepe.  Ma a pre​scindere da siffatta distinzione, assoluta​mente inessenziale nel contesto del nostro discorso, quel che conta è la sicura pertinen​za dell'accostamento di un'attività solita​mente riferita all'intelletto con la finzione poetica, attinente, invece, alla sfera dell'im​maginazione fantastica. Il che fa essere l'in​finito matematico più una creazione della mente, nella sua capacità più propriamente immaginifica, che non il corrispettivo di una ineludibile necessità logica.

Il ruolo dell’immaginazione
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L’immaginazione ha avuto da sempre un ruolo primario nella matematica.  E ne è prova la pluralità delle forme, altrimenti inspiegabile, in cui si sono andate differen​ziando le diverse branche di essa.  Tale diffe​renziazione, infatti, non legata essenzial​mente all'ambito oggettivo dell'interesse matematico, ma alle modalità soggettive del​l'interesse medesimo, trova spiegazione plausibile in una molteplicità di atti creativi non riconducibili, unicamente, all'esercizio meccanico di determinate categorie logiche.  Il momento della oggettivazione razionale diventa, così, una forma di autodetermina​zione del pensiero.  E non v'è dubbio che la peculiarità delle forme in cui si attua tale processo di autodeterminazione, mentre è segno di una effettiva dialettica con la realtà (fisica o intellettuale), è pure sostanza di una creatività plurima e inarrestabile.

La logica, che pure tanta parte ha avuto nel​la sistemazione delle idee matematiche, se è vero che dà forza di verità a tali acquisizioni della mente, non è però la forza motrice del​le conquiste medesime.  Possiamo anzi dire che talora proprio il rigore logico ha frenato, se non proprio bloccato, la creatività della mente.  Già dai tempi di Zenone, che con le sue famose aporie metteva in guardia i mate​matici dalle insidie dell'infinito.  E non avremmo avuto l'inarrestabile slancio creati​vo della matematica nell'età moderna, dal ’500 ai nostri giorni, senza un'ardita fiducia nell'impulso dell'immaginazione, anche a costo di rinunciare, talvolta, alle certezze della logica stringente.

Non è, forse, frutto dell'immaginazione la geometria analitica?  Il vedere le cose nei numeri e questi significati da entità concrete di ben altra natura è certamente un gioco in​tellettuale assai fantasioso (se ci è consenti​to di usare questo aggettivo in relazione al padre del razionalismo moderno); ove l’im​maginazione si estrinseca per trarre stimolo a nuove e sempre più straordinarie conqui​ste.

Accanto alla geometria analitica sorge, coe​va, la cosiddetta geometria degli indivisibili, che propone, un atomismo geometrico tanto suggestivo sul piano dell'immaginazione, quanto problematico sotto il profilo logico.  Essa rappresenta un inconsapevole ritorno al metodo di Archimede nella ricerca delle aree e dei volumi.  Un metodo che però Bonaven​tura Cavalieri propone non solo in fase euri​stica, come era stato per il Siracusano, ma come base di una trattazione sistematica del​la geometria.  E ciò malgrado le acerbe criti​che, non sempre infondate, da parte dei suoi avversari agli insiemi di infiniti elementi in atto associati alle figure (piane e solide).

Le critiche stemperano alquanto l’entusia​smo di Fra' Bonaventura, ma non ne intac​cano le certezze sulla validità del suo meto​do. E fortunatamente per noi non riescono a cancellare dalla storia della matematica quello che può essere senza dubbio conside​rato uno dei più esaltanti frutti della imma​ginazione creativa, oltre che un’ardita analisi dell'infinito: un’opera che anticipa di mol​to l'analisi che dello stesso infinito sarà fat​ta molto più avanti ed è anche preludio, pur non potendo esserne considerata la premes​sa in senso proprio, dei futuri sviluppi del​l'analisi matematica. 

Più vicina alla concezione classica è la con​siderazione degli infinitesimi potenziali del calcolo differenziale e integrale.  Ma non è certo solamente la paura di sfidare l'infinito in atto che porta i matematici su tale posi​zione logicamente più cauta; bensì il fatto che questa rappresenta un approdo più sicu​ro per l'immaginazione.  La quale non rifiuta però di ancorarsi anche all'idea che le figure piane possano pensarsi costituite da fili indi​visibili accostati e le figure solide da sottilette prive di spessore sovrapposte.  Proprio come nella Geometria degli indivisibili di B. Cavalieri.

Un grande successo dell'immaginazione sono state le geometrie non euclidee.  Le quali non rappresentano affatto una fuga nel mondo delle pure chimere, ma l'avventurosa conquista di una pluralità di mondi realmen​te possibili al di là del diaframma coattivo e deformante dei sensi.  La acclarata assolutez​za del famoso quinto postulato rispetto agli altri della geometria euclidea libera la men​te da un condizionamento che la forza di questi ultimi renderebbe invece ineludibile.  E diventa perciò lecito immaginare mondi reali, benché non immediatamente riferibili alle apparenze della esperienza sensibile, di​versi da quello finora ritenuto unico.
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L'armonica bellezza delle creazioni mentali
L’attività primaria e fondamentale del metodo matematico è l'astrazione.  Ad essa si deve il gran salto di qualità dalle ma​tematiche pre-elleniche alla geometria di precisione.

Ma l'astrazione matematica non va ridimen​sionata a tale pur notevole e storicamente ri​voluzionaria conquista del pensiero.  Essa ha un senso più ampio, che va riferito soprattut​to alla capacità di ridurre realtà diverse onto​logicamente e distinte sotto il profilo rela​zionale, mediante una sintesi su base pura​mente formale, a un unicum intellettuale do​tato di una nuova specifica identità.  Il suo campo di applicazione non è soltanto l'espe​rienza fisica, ma anche quella psicologica e soprattutto quella intellettuale, in cui essa opera, di grado in grado, fino a forme per cui ha senso identificarla con quella che viene definita «la più sublime e la più meraviglio​sa finzione».

Esempio, noto anche ai giovani liceali, di un tale iter di pensiero è l'algebra astratta, che è venuta a permeare, dandole nuovo slancio creativo e più ampio respiro concettuale, la matematica moderna, sia nelle tradizionali discipline didattiche, sia nelle espressioni più avanzate della ricerca.

La parola finzione ha assunto nel linguaggio comune un significato assai prossimo a quello di invenzione fallace, che mal si attaglia alla matematica, la quale è, e come tale è universalmente conosciuta, la scienza esatta per eccellenza. Ma se la si può usare in rife​rimento alla poesia, che sa cogliere verità profonde e universali, ne diventa legittimo l'uso per significare la ricchezza e la varietà di un mondo, il mondo delle matematiche per l'appunto, non meno ricco e non meno vario di quello  –  per citare un esempio illu​stre e di larga risonanza  –  dell'Orlando Fu​rioso.
Sono proprio l'inesauribile ricchezza e la straordinaria varietà del mondo matemati​co che esigono di andare alquanto al di là del tradizionale modo di intendere la matemati​ca, per vedere in essa anche, ed essenzial​mente, l'arte di costruire modelli di realtà virtuali rispondenti a particolari esigenze non solo scientifiche e pratiche, ma pure estetiche.  Alla quale attività non concorrono solo categorie mentali atte a costituire tipi particolari di relazioni, caratteristiche delle diverse discipline che nella matematica si compendiano, ma anche facoltà creative che attengano alla sfera della soggettività e si estrinsecano in presenza di quelle qualità in​dividuali tipiche del genio creativo.

Per comprendere l'aspetto estetico della ma​tematica è necessaria un'adeguata educazio​ne della sensibilità, come per le arti figurati​ve e per la musica.  Questo esige la capacità di una visione globale dell'universo mate​matico, in cui il bello ha espressione nell'ar​monia delle strutture che lo compongono, nella coerenza e compattezza dei sistemi in cui si dispiegano le varie teorie, nell'impeccabilità ed arditezza delle sintesi astratte, nell'agilità dei procedimenti deduttivi, nel​l'inventiva algoritmica; cose, tutte, che han​no poco significato per i profani o per chi ab​bia conosciuto solo i rudimenti delle mate​matiche elementari.

Ma l'ideale classico di bellezza, di cui gli Elementi di Euclide hanno valenza di para​digma, può essere anche per costoro un ter​mine di confronto di quell'ideale estetico che nell'arte della matematica ha trovato, come in nessun'altra, espressione univoca e perenne pur nelle più disparate forme e mo​dalità in cui la libera fantasia creatrice si è confrontata col metodo matematico.
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Sezione II: temi interdisciplinari

Matematica pitagorica:

l'aritmonomia e l'inesprimibile

[«Nuova Secondaria»  N. 4/1985, pp. 68-71]

1. Il nome a cui è legata la nascita della matematica come scienza è quello di Pitagora.  Ho detto il nome e non la persona.  E bene a ragione.  Col no​me di Pitagora si deve infatti intendere un movimento scientifico, fiorito nella Magna Grecia, che ebbe una durata di gran lunga maggiore di quella della vi​ta di un uomo.

Dell'uomo Pitagora si sa ben poco.  Mol​to di ciò che si tramanda deve consi​derarsi leggendario.  E la leggenda, d'al​tra parte, non poteva non accompagnare la fama di un uomo che del mistero e della segretezza fece i canoni dell'at​tività della sua scuola.

Si sa per certo che fu in Egitto; e, come Talete, proprio dai sacerdoti egiziani sarebbe stato iniziato allo studio della matematica.  Forse fu anche a Babilo​nia e, secondo alcuni, anche in India.  A Crotone, dove giunse negli anni del​la maturità (verso il 530 a.C.), fondò la sua scuola, la quale ebbe anche mol​ta influenza nelle vicende politiche della città.  La setta dei Pitagorici, malgrado il suo carattere religioso e l'alone di misticismo che circondava il suo capo, partecipò, infatti, attivamente alla vita politica.  La sua predilezione e il suo appoggio andarono al partito aristo​cratico, del quale dovette condividere la fortuna.

Negli ultimi anni della sua vita, proprio in seguito a un capovolgimento poli​tico, il vecchio Pitagora fu costretto a lasciare Crotone.  Si rifugiò a Metapon​to, dove chiuse i suoi giorni nel 497 a.C. Quanto alla sua attività di operatore culturale, secondo alcuni, Pitagora non sarebbe stato il fondatore di una scuola di spiccato indirizzo scientifico, ma il capo di una setta religiosa.  Ma questa tesi, che sarebbe avvalorata dal fatto che di lui non è rimasta alcuna opera, è riduttiva della figura del grande sa​mio.  Se è vero, infatti, che non tutta la produzione scientifica della scuola è da attribuire al maestro, è pur certo che questi non dovette essere alieno dal​l'occuparsi di problemi filosofici e mate​matici e che a lui sono da attribuire molte geniali intuizioni e scoperte. Non sarebbe altrimenti giustificata la sua fa​ma e la grande ammirazione dei suoi discepoli nei suoi confronti.  È certo, co​munque, che del maestro è lo stile e lo spirito informatore della scuola; in cui scienza e filosofia, musica e religione si fondono inscindibilmente in una mistica contemplazione dell'universo.

2.  Vediamo, adesso, cosa significhi il no​me di Pitagora dal punto di vista della storia della matematica.  Secondo Pro​clo «Pitagora trasformò lo studio di tale disciplina (la matematica) in una vera scienza, considerando le fondamenta di essa da un punto di vista più elevato e indagandone i teoremi sotto un aspetto astratto e intellettuale.  A lui si deve an​che la scoperta dell'irrazionale e la costruzione dei corpi cosmici ». Questa affermazione ha resistito al vaglio di una critica secolare e può considerarsi an​cora oggi atta a definire il contributo della scuola pitagorica alla evoluzione del pensiero matematico.

È forse il caso di osservare che il nuovo corso degli studi di matematica non si inizia sulla base di un consapevole programma di rinnovamento. È fuori di dubbio che Pitagora non si è consape​volmente prefisso un piano di lavoro rivoluzionario.  Questa soluzione di con​tinuità nella storia del pensiero è qua​si certo che sia avvenuta casualmente, quando – e cito Colerus – « tutte le conoscenze raggiunte fino allora dagli altri popoli cominciarono a riflettersi in uno spirito di tutt'altra natura, comin​ciarono a rifrangersi e a convergere at​traverso la lente del genio ellenico.  Lo spirito ordinatore ellenico cominciò a lavorare il materiale grezzo e ad analiz​zarlo sotto un aspetto più astratto e in​tellettuale»1
Gli aggettivi « astratto » e « intellettua​le » non debbono trarre in inganno.  Non si trattò di ridurre la matematica a elu​cubrazione senza altro scopo che il pu​ro esercizio intellettuale.  Non fu così allora, e non è così neppure oggi.  Ieri come oggi l'astrazione matematica ha servito il fine di una tendenza alla ge​neralizzazione, alla unificazione di varie teorie particolari in un modello astratto generale.  L'astrazione in matematica nulla toglie a questa disciplina della sua utilità pratica: consente di risolvere con un solo ragionamento parecchi problemi concreti.

L'amore per la ginnastica degli antichi Greci può fare pensare alla estensione di questa passione anche al campo del​la mente. È certamente vero che i Greci  –  maestri della logica  abbiano com​preso e apprezzato l'alto valore educa​tivo del ragionamento matematico, ma è senz'altro da escludere che il loro interesse per la matematica trovasse la sola ragion d'essere nell'affinamento del​le facoltà logiche e razionali.

Dietro un atteggiamento di pensiero si nasconde un ideale.  E nell'atteggiamento dei Greci verso la matematica si espri​me il loro ideale scientifico–estetico, l'an​sia di armonia e di perfezione che tro​va l'espressione plastica nelle statue di Fidia e di Piassitele. « Non fu il puro intellettualismo – dice Colerus – a produrre il miracolo greco, ma furono piuttosto le facoltà visive del mondo greco a renderlo possibile.  Nei concetti e nelle ricerche dei Greci appare in pri​ma linea non un'analisi pedantesca, ma una visione sintetica che rapidamente giunge a perfezione. I Greci, è vero, ci hanno regalato anche la logica come scienza, ma oltre a questo ci regalarono l'idea platonica, questo prototipo di o​gni essenza, la loro plastica e la loro architettonica mai più raggiunte.  Tutte queste facoltà erano al lavoro quando nacque la scienza matematica.  Indipen​dentemente da ogni scopo pratico, fon​dandosi solo su se stesso, e inteso a rea​lizzare un'armonia universale, sorge in Pitagora l'ideale di una matematica lo​gicamente, otticamente ed esteticamente soddisfacente, la visione di un mondo di conoscenze, sul cui limitare veniva preso da un brivido di mistico sgo​mento »2
3.  L'idea fondamentale della scuola pi​tagorica è che il numero rappresenta l'essenza della realtà. « Tutte le cose che si conoscono hanno un numero; senza questo nulla sarebbe possibile pensare né conoscere » (Filolao)3
Nella Metafisica di Aristotele si legge: « Tra i primi filosofi, e anche prima di alcuni ricordati, furono i cosiddetti Pi​tagorici, i quali applicatisi alle scienze matematiche, le fecero per i primi pro​gredire; cresciuti poi nello studio di es​se, vennero nell'opinione che i loro principi fossero i principi di tutti gli esseri [ … ].  Pensarono che gli elementi dei numeri fossero gli elementi di tutte le cose, e che l'universo intero fosse armonia e numero ».

La testimonianza di Aristotele, oltre ad essere importante per il suo contenuto, ci dà lo schema di un discorso pun tuale sull'attività della scuola pitagori​ca e sul significato attribuito da essa al numero.

È fuori di dubbio, intanto, che i Pita​gorici si siano «applicati alle scienze matematiche e che per primi le fecero progredire ». Se questo sia avvenuto già durante la vita del maestro o solo successivamente è incerto.  Tuttavia, non ci pare molto importante, almeno in un'in​dagine tendente solo a cogliere l'essenziale della matematica pitagorica, stabilire esattamente il tempo in cui la scuola cominciò ad occuparsi della materia.  Resta assodato, comunque, che con i Pitagorici il genio greco si apre alla ma​tematica, facendole compiere un sostan​ziale salto di qualità.

È bene precisare subito che quando si parla di numero in riferimento a Pitagora si deve intendere numero intero.  Inoltre, per ben intendere il significato della dottrina pitagorica, si deve chia​rire come i numeri fossero concepiti e come venissero rappresentati.

Il numero dei Pitagorici è un'entità non puramente astratta, non priva, cioè, di una realtà fisica, in cui estrinseca la sua essenza e il suo potere creativo.  Esso è un insieme di unità elementari, monadi tutte uguali tra loro, aventi in sé « la potenza del numero, che si ma​nifesta nell'entrare in composizione con altre, per formare cifre o serie di clas​si » 4
Il numero è l'essenza e la chiave della realtà. « Gli elementi dei numeri sono gli elementi di tutte le cose e i loro principi sono i principi di tutti gli es​seri».  Tutti i fatti e i fenomeni della realtà, e non soltanto di quella materiale, possono avere una loro espres​sione numerica.

Le leggi della formazione della realtà sono, per i Pitagorici, quelle stesse della formazione dei numeri.  Conoscere que​ste equivale a comprendere e spiegare la realtà. È questa l'opinione che fa as​sumere importanza fondamentale allo studio dei numeri.  Studiare le leggi dei numeri equivale, infatti, a indagare il mistero dell'universo, a coglierne l'es​senza, a conoscerne la struttura, a com​prenderne l'ordine, a penetrarne i se​greti più profondi.
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In questo studio, i numeri sono rappre​sentati come collezioni di punti sepa​rati da spazio vuoto e distribuiti in or​dine particolare a seconda dei casi.  I numeri dispari, per esempio, sono rap​presentati con punti disposti in modo da formare la figura della squadra del falegname (lo « gnomone »).  Ci sono poi i numeri triangolari, i numeri qua​drati, i numeri rettangolari, ecc. (fig. 1).  Nasce così l'aritmo-geometria, quell'a​ritmetica figurata che è anche « geome​tria aritmetica ». Essa, avendo come fine anche lo studio della geometria per via aritmetica, indaga sui numeri te​nendo presenti le figure che li rappresentano.
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L'invenzione è anche effi-cace sul piano euristico: diventa facile e immediata la scoperta di alcune proprietà dei nu​meri, come quella che la somma dei primi numeri della serie dei dispari è un quadrato (fig. 2).
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È facile anche dimostrare per questa via che ogni numero dispari è uguale alla differenza di due quadrati; e pre​cisamente, dei quadrati dei due numeri consecutivi di cui il numero dato è u​guale alla somma. (fig. 3).

Lo stesso dicasi per la formula che dà la somma dei primi n numeri naturali.  La fig. 4 (riguardante il caso di n = 5) mostra che il numero cercato è quello espresso dal triangolo che è la metà (diagonale compresa) del quadrato di « lato » n. Si ha cioè:

1 + 2 + … + n  =  (n2/2) + (n/2)  =  n (n + l)/2    5
Modello elementare, però completo nel​la sua semplicità, è il numero dieci (la tetraktis).  Esso ha un'importanza fonda​mentale nella dottrina pitagorica.  Nu​mero triangolare, unione dei primi quat​tro numeri (che sono espressione simbo​lica dei quattro elementi: fuoco, acqua, aria, terra), la decade «contiene le leg​gi dello sviluppo, le forme potenziali di tutto l'universo »6.

Tale l'importanza attribuita dai Pitago​rici alla tetraktis, che essa, come una di​vinità, veniva onorata con una ispirata preghiera:

« Benedetto tu sia, numero divino, tu che, generi gli dei e gli uomini. O sacra, sacra tetraktis, tu che contieni la radi​ce e la fonte della creazione sempiter​na! Infatti il numero divino comincia con la profonda, pura unità finché ar​riva al sacro quattro; poi genera la madre di tutto, la sacra decade, che tut​to comprende e tutto limita, la primi​genia, che mai devia e mai stanca, e possiede la chiave di tutte le cose»7 

Il numero divino comincia con la pro​fonda, pura unità. « Divino » il nume​ro. « Profonda » e « pura » l'unità.  Che, però, non è un numero, ma l'elemento primario, la monade, l'atomo di ogni numero, fuori del dualismo pari–dispari. Il dominio della tetraktis si estende dal​la musica alla geometria, all'universo intero.  Essa «era la radice della realtà corporea: il solido più semplice, il te​traedro, ne era l'espressione (6 spigoli + 4 facce = 10); il cubo incarnava l'ar​monia geometrica (12 spigoli, 8 angoli, 6 facce, 12 : 8 = 6 : 4) »8.
La contrapposizione pari–dispari, men​tre risponde a una legge fondamentale della formazione dei numeri, è signifi​cazione di una legge universale, che si esprime nella esistenza delle coppie: finito–infinito, uno–molteplice, destro–si​nistro, maschio–femmina, immobile–in moto, diritto–curvo, luce–oscurità, buono–​cattivo, quadrato–rettangolo9
Il culto dei numeri presso i Pitagorici è notevole.  La ricerca è orientata an​che verso la scoperta dei numeri con proprietà ben singolari, quali i numeri amici10  (numeri tali che la somma dei divisori di uno, escluso il numero stes​so, sia uguale all'altro e viceversa.  Es.: 220 e 284) e i numeri perfetti (numeri uguali alla somma dei loro divisori.  Es.: 6=1+2+3; 28=1+2+4+7+14; 496; 8128), ai quali numeri si attribuisce un particolare valore simbolico11.

4.   Secondo De Santillana, « fu per mez​zo di gnomoni e quadrati che essi (i Pitagorici) scoprirono quello che oggi chiamiamo teorema di Pitagora »12 .

Sono propenso a credere che Pitagora (o la scuola pitagorica) abbia prima scoperto l'inverso dei famoso teorema sul triangolo rettangolo e poi abbia e​nunciato, sulla scorta di una serie note​vole di dati sperimentali, il teorema stesso.  La congettura è confortata dal fatto che molto facilmente si può ve​rificare con l'esperienza che un trian​golo con due lati di misure uguali a due numeri consecutivi di somma quadrata (es.: 40 e 41) e il terzo lato di misura uguale alla radice quadrata di essa som​ma sia un triangolo rettangolo.  Se si tiene conto poi della nota proprietà dei numeri dispari secondo cui un numero dispari è uguale alla differenza dei qua​drati dei suoi addendi consecutivi, è facile tradurre le condizioni cui sono assoggettati i lati del triangolo nella relazione che il quadrato di un lato è uguale alla somma dei quadrati degli. altri due.

Dato il numero grandissimo di triangoli di questo tipo, una generalizzazione si impone spontaneamente.

Tutti i triangoli per i quali il quadrato di un lato è « uguale » (equivalente) alla somma dei quadrati degli altri due sono triangoli rettangoli.
Anche l'inversa di questa proposizione, suscettibile anch'essa, nei casi più sem​plici, di verifica sperimentale, deve sem​brare spontanea.

In ogni triangolo rettangolo il quadrato dell'ipotenusa è equivalente alla som​ma dei quadrati dei cateti.
La scoperta è importante, oltre che per il risultato in sé, perché rappresenta l'avvio di quel processo di generalizza​zione proprio della matematica.

In epoca precedente erano noti soltan​to alcuni casi particolari.  Si sapeva, cioè, che fossero triangoli rettangoli quelli coi lati proporzionali a certe de​terminate terne di numeri naturali, per i quali doveva risultare, inoltre, evi​dente che il quadrato del lato più gran​de fosse « uguale » (equivalente) alla somma dei quadrati degli altri due.  Gli Egiziani conoscevano la regola per i triangoli coi lati proporzionali ai nume​ri 3, 4, 5; gli Indiani per quelli coi lati proporzionali ai numeri 5, 12 e 13.  E proprio di queste regole si servivano per la costruzione dell'angolo retto.  L'inverso del teorema di Pitagora è una generalizzazione di queste regolette em​piriche.

Dai tempi di Talete era nota la possi​bilità di costruire l'angolo retto utiliz​zando la semicirconferenza, associando questa costruzione alla scoperta che fos​se triangolo rettangolo quello con un lato uguale al diametro di una circon​ferenza passante per il suo terzo verti​ce. Ora si scopre che tutti i triangoli rettangoli godono di una notevolissima proprietà comune: un legame tra le lun​ghezze dei lati che, per la sua sempli​cità e la possibilità di immediata ve​rifica sperimentale, rappresenta una leg​ge fondamentale e un punto di riferi​mento sicuro sia dal punto di vista del​la ricerca scientifica pura, sia sul piano delle applicazioni pratiche.

Il teorema di Pitagora non è cosa da poco.  Esso è una. delle proposizioni car​dinali della matematica.  E cosa di poco conto non dovette essere considerato dai Pitagorici, i quali vedevano in esso il segno tangibile di un mondo di armo​nia governato, con estrema regolarità, dal numero, una conferma lampante della loro dottrina.  Il teorema rappre​sentava anche un mezzo assai efficace per l'approfondimento, secondo il lo​ro programma, della conoscenza dei nu​meri, con la quale essi identificavano la conoscenza della realtà.

5.   Coerentemente con la concezione del numero e con i fini propri della scuola, dai Pitagorici, se non da Pitagora stes​so, si ricercano quelle terne di numeri interi (naturali) tali che il quadrato di uno di essi sia uguale alla somma dei quadrati degli altri due; quelle terne, cioè, che godano della proprietà espressa dall'uguaglianza a2 + b2 = c2 per la terna a, b e c.  Con linguaggio moderno diremmo che si ricercano tutte le soluzioni intere dell'equazione  x2 + y2 = z2.

Pitagora riesce a dare (così affermano alcuni) la formula per a dispari13.  In questo caso si ottiene una terna «pitagorica » (cosi si chiama una terna di numeri naturali con la proprietà sud​detta) ponendo a = 2n + 1, b = 2n2 + 2n, c = 2n2 +  2n + l.

Questo risultato deriva immediatamen​te dalla regola secondo la quale un nu​mero dispari è uguale alla differenza di due quadrati.  Infatti, il numero dispari 4n2 + 4n + 1, quadrato del generico nu​mero dispari 2n + 1, essendo uguale alla somma dei due numeri consecutivi 2n2 + 2n + 1 e 2n2 + 2n, risulta ugua​le alla differenza dei loro quadrati.  Ciò equivale a dire che il quadrato del pri​mo dei tre numeri 2n + 1, 2n2 + 2n, 2n2 + 2n + 1 è uguale alla differenza dei quadrati del terzo e del secondo, o  –  il che è lo stesso  –  che la somma dei quadrati dei primi due è uguale al quadrato del terzo.

6.  Il teorema (di Pitagora) che doveva rappresentare il vanto della scuola si rivela il « cavallo di Troia » nella citta​della pitagorica.  Contiene in sé, infatti, la negazione dell'assioma che vuole le figure geometriche, come tutte le altre cose, costituite da monadi.

Secondo la dottrina pitagorica, due qua​lunque segmenti sarebbero sempre mul​tipli di una comune unità indivisibile; e, pertanto, il loro rapporto sarebbe (per esprimerci con linguaggio moder​no) un numero razionale.  Ma essa tro​va immediata smentita già nella rela​zione tra i lati di un triangolo rettan​golo isoscele.

È nota l'incommensurabilità tra l'ipo​tenusa e il cateto di un triangolo rettan​golo isoscele (ipotenusa e cateto che rappresentano diagonale e lato di un quadrato).  Di essa si resero conto, non senza sgomento, i Pitagorici, quando si accorsero della contraddizione in cui inevitabilmente si cadeva ammettendo che fossero entrambi veri la commensu​rabilità dei due segmenti e l'asserto del teorema sui lati del triangolo rettan​golo.  Risultava, infatti, dalla duplice contemporanea ammissione che un nu​mero fosse nel contempo dispari e pari14 .  Assurdo.  La validità del teore​ma  –  su cui non esistevano più dub​bi  –  escludeva la commensurabilità dei segmenti considerati.

Questa scoperta mette in crisi il pita​gorismo, in quanto ne contraddice l'idea basilare, e pone fine all'illusione della possibilità di risolvere per via aritme​tica i problemi geometrici.  La geometria avrà in seguito uno sviluppo autonomo.  Per i Pitagorici l'incommensurabilità tra la diagonale e il lato del quadrato è un fatto scandaloso, destinato a restare un segreto della setta. Essa rappresenta una finestra aperta nel profondo buio dell'inesprimibile e dell'inimmaginabile, dove. a nessun uomo è lecito affacciarsi. 

Tale apparve lo scandalo della scoperta, che il colpevole della sua divulga​zione (lppaso di Metaponto) venne considerato meritevole di maledizione e scacciato dalla setta.  L'ignominia che dovette circondare la figura di Ippaso presso i suoi ex-correligionari è espressa nella leggenda della punizione inflitta​gli dagli dei. «È fama – racconta Proclo –  che colui il quale per primo rese di pubblico dominio la teoria degli irrazionali sia perito in un nau​fragio, e ciò perché l'inesprimibile e l'inimmaginabile avrebbero dovuto ri​manere sempre celati.  Perciò il colpe​vole, che fortuitamente toccò e rivelò questo aspetto delle cose viventi, fu trasportato al suo luogo di origine e là viene in perpetuo flagellato dalle onde »15.

L'asprezza della condanna di Ippaso, più di ogni altro commento, serve a dare l'idea della grande venerazione ri​servata, in un'atmosfera di esaltato mi​sticismo, al numero dai Pitagorici.  Il dominio del numero è considerato il regno della luce, dell'ordine, della legge. Al di là, il caos, l'insondabile mon​do delle tenebre.

La prova dell'esistenza di grandezze incommensurabili apre una crisi di notevole portata, che si esprime nel pro​fondo travaglio di pensiero legato al problema della divisibilità e della com​posizione delle grandezze geometriche.  Una crisi da. cui si potrà uscire con la limitazione della validità dei concetti della matematica al suo solo ambito. Il dualismo tra continuità e disconti​nuità apparirà da questo momento nella sua entità di dilemma fondamentale e drammatico.  Una difficoltà, legata al​la comprensione dell'infinito, con la qua​le la mente umana dovrà misurarsi per secoli.
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SUL PRINCIPIO DI CAVALIERI
[«Archimede»  – Fasc. 1-2, 1980, pp. 59-65]

    1. – L'idea centrale della Geometria degli indivisibili1 è che sussiste tra le figure geometriche (piane o solide) lo stesso rapporto che c'è tra insiemi  di loro linee o, per le figure solide, di loro sezioni piane opportunamente  considerate.

    È bene precisare subito, a chiarimento dell'avverbio « opportunamente », che la validità dell'asserzione è legata alla scelta del riferimento secondo cui si considerino le sezioni delle figure.  Se, per esempio, noi consideriamo le se​zioni di un cilindro con un piano passante per il suo asse e ruotante attorno ad esso e le analoghe sezioni di un cono di uguale base e di uguale altezza, appare evidente che il rapporto di due sezioni rispettivamente dell'uno e del​l'altro solido è diverso da quello dei due solidi.  Mentre, infatti, le sezioni stanno come 2: 1, i due solidi stanno come 3: 1.

L'esempio è citato da Bonaventura Cavalieri
 tra quelli che fecero cadere la sua congettura che il rapporto di due solidi di rotazione fosse uguale a quello delle loro sezioni meridiane.  Egli dalla costatazione « che il rapporto delle figure piane generatrici non concordava affatto con quello dei solidi  da esse generati»  fu portato a pensare che « si dovesse a buon diritto conclu​dere che avrebbe perduto il tempo e la fatica, e che avrebbe trebbiato inutile paglia, colui che si fosse messo a cercare le misure delle figure con tale me​todo ». « Ma dopo avere considerato la cosa un po' più profondamente », trovò che il metodo di risalire al rapporto tra solidi da quello delle loro sezioni ri​sultava valido con riferimento a « piani non intersecantisi tra loro, ma pa​ralleli ». Validità provata dal gran numero di risultati concordanti con quelli ottenuti per altra via universalmente ritenuta giusta; che induceva a ritenere il metodo applicabile in generale.

La applicabilità del metodo è dunque legata alla considerazione di par​ticolari insiemi di sezioni, quelli che Cavalieri chiama tutte le linee di una figura piana e tutti i piani di un solido, di cui egli dà le seguenti definizioni
:

DEF.  I. - Se per tangenti opposte di una qualsivoglia figura piana data si conducono due piani mutuamente paralleli, perpendicolari o inclinati rispetto al piano della figura data, indefinitamente prolungati dall'una e dall'altra parte, dei quali l'uno sia fatto muovere verso il rimanente, (rimanendo) ad esso sempre parallelo, fino a sovrapporsi, le singole linee rette, che durante tutto il moto sono intersezioni del piano mosso e della figura data, prese insieme si chiamino: tutte le linee di tale figura, (presa) come riferimento una di esse.

DEF.  II.   –  Se dato un solido qualsivoglia, si siano condotti piani tangenti opposti di esso con un riferimento qualunque, prolungati indefinitamente da ambo i lati, dei quali l'uno sia fatto muovere verso l'altro sempre ad esso parallelo, fino a sovrapporsi ad esso, i singoli piani che vengono racchiusi nel solido dato durante tutto il movimento, insieme presi, si chiamino: tutti i piani del solido dato, preso come riferimento uno di essi.

Così ad ogni figura piana si può associare un insieme di linee rette; e ad  ogni solido un insieme di «piani ». Un modo come un altro, per chi veda le cose con mentalità moderna, ormai adusa a certe considerazioni, di definire un insieme infinito col fissare un criterio che consente di stabilire senza ambi​guità se un elemento appartiene o no ad esso.  Un'idea che però anticipa di molto i tempi se concepita, come fu concepita dal Cavalieri, nel '600.  Allora l'infinito attuale, in ossequio all'autorità di Aristotele, era considerato impen​sabile e l'atomismo, in geometria come in fisica, era avversato. Tutte le linee e tutti i piani di Cavalieri. erano invece insiemi di infiniti elementi infinitamente piccoli in atto.  Infiniti e « indivisibili ».

L'obiezione più ovvia che da Zenone in poi è stata rivolta contro la composizione del continuo per mezzo di elementi indivisibili è che mai può avere grandezza una somma di elementi di grandezza nulla: una linea come somma   di punti, una superficie come somma di linee, un solido come somma di piani.  La stessa obiezione che solleva Guldino quando dice che  « la moltitudine delle linee, per quanto grandissima essa sia, non può comporre neppure una piccola superficie » 
.  D'altro canto, è impossibile ammettere che gli indivisibili abbiano grandezza.  Ché allora non si spiegherebbe come la somma di infiniti  di loro potrebbe essere uguale a una figura finita.

    L'unica alternativa possibile sembra che una figura possa essere suddivisa in un numero comunque grande di parti di grandezza sempre più piccola, mi​nore di qualunque grandezza piccola a piacere. «Il continuo – dice Guldino – ​è divisibile all'infinito, ma non costa di infinite parti in atto, bensì soltanto in potenza, le quali parti non possono essere mai esaurite »
.  Questa è la posizione ufficiale nel '600.  Ed è abbastanza chiara.  Ma altrettanto chiara ci sembra la posizione del Cavalieri; il quale – come rileva il Lombardo​-Radice – « non asserisce mai che un continuo è somma dei suoi indivisibili (punti, segmenti, o regioni piane); dice soltanto che tutti i punti di una linea, tutte le linee di una regione piana, tutti i piani di un solido sono insiemi perfet​tamente definibili e pensabili, benché composti da infiniti elementi; definibili e pensabili perché esiste in ogni caso un criterio preciso che ci permette di dire se un elemento appartiene o no all'insieme considerato »
. Gli indivisibili di Cavalieri, pur essendo propri delle figure geometriche, non ne sono parti aliquote  (né finite,  né infinitesime);  essi  vengono  pensati  come  insiemi di elementi insiti alle figure, ma in qualche modo da esse distinti: infinite tracce di un passaggio tra due posizioni estreme, pensato, quand'anche senza tregua, arrestabile in ogni momento.

La difficoltà di un moto limitato composto di una serie infinita di tappe tra due punti, che segnò nelle « corrosive » aporie di Zenone la sconfitta di Achille contro la tartaruga e l'immobilità della freccia scoccata dall'arco sot​teso, non ferma la mente di Fra' Bonaventura; il quale, con mentalità di ma​tematico innovatone, sa cogliere una realtà intellettuale fugacemente rischiarata da un lampo dell'intuito, prima che il momento della riflessione ne mostri la natura complessa e profonda.

Potrebbe essere stata la concezione atomica del tempo, che, secondo la opinione del Lure, condivisa da L. Lombardo-Radice, gli sarebbe stata propria, a portare Cavalieri all'infinita congerie di tutte le linee e di tutti i piani. «Gli indivisibili tracciati dal piano fluente in un continuo » sarebbero «in corri​spondenza biunivoca con gli istanti, concepiti come atomi di tempo » 
: tanti istanti e tanti i « piani » e le linee durante il transito del piano in movi​mento nel corpo della figura.  Un'ipotesi, questa, assai suggestiva; specie alla luce delle più recenti vedute della fisica che non escludono la possibilità di un atomismo del tempo come per altre grandezze fisiche. La quale, però, può servire solo a darci una larvata idea del processo mentale di astrazione di Cavalieri e della peculiarità dei suoi indivisibili.

Da parte sua, Cavalieri non pretese di contribuire alla risoluzione del pro​blema della composizione del continuo.  Sembra anzi che all'inizio della sua ricerca egli non fosse abbastanza consapevole della portata filosofica della questione
.  E in seguito, anche se non può, nel suo stesso interesse, non te​nere conto della disputa sugli indivisibili, egli (consapevole com'è della sua «debolezza» e del poco fondamento»
 in filosofia) non entra nel merito di essa, ma si preoccupa soltanto di tirarne fuori per quanto possibile la sua Geometria.  Egli si limita a sottolineare la estraneità
 del suo metodo alla disputa o a mostrare, quando occorra, l'indipendenza di alcuna sua tesi dalle possibili ipotesi sulla natura del continuo, come nel caso in cui vuole dimostrare che la possibilità di stabilire un rapporto tra insiemi di indivisibili non dipende dal modo di concepire lo spazio geometrico
.

2. –  Quello del confronto tra gli insiemi (infiniti) di tutte le linee e di tutti i piani è il primo serio nodo da sciogliere che si presenta a Cavalieri nella ricerca di un'impostazione razionale al nuovo metodo. Quand'anche non abba​stanza addentro alla problematica dell'infinito, egli capisce di trovarsi di fronte a una situazione non trattabile con i comuni strumenti logici, che esige attenta riflessione e soprattutto cautela. Tuttavia nel marzo del 1622 ha già superato ogni difficoltà, come si deduce da una frase di una sua lettera a Ga​lileo, in cui si legge: « .... che tutte le linee di due figure piane e tutte le super​ficie di due figure solide habino proporzione, il che parmi facile da dimostrare ».

La dimostrazione è quella del teorema I del II libro, che così è enunciato: Tutte le linee di transito retto di figure piane quali si vogliano, e tutti i piani di figure solide quali si vogliano, sono grandezze che hanno un rapporto tra di loro.
Il criterio che Cavalieri prende a base della sua dimostrazione è che « due grandezze hanno tra di loro un rapporto, quando esse, moltiplicate possono superarsi a vicenda ». E fa vedere che effettivamente « tutte le linee » (di transito retto) di due figure piane e « tutti i piani » di due solidi rispondono perfet​tamente ad esso, potendosi sempre disporre in modo tale che i multipli degli uni superino gli altri, e viceversa.

Il teorema sulla confrontabilità di due aggregati di indivisibili è molto importante. Quello che vi si afferma è infatti basilare, la condizione imprescindibile, perché abbia senso la proposizione, fondamentale della Geometria  degli indivisibili, secondo cui le figure hanno il medesimo rapporto delle con​gerie (opportunamente considerate) dei loro indivisibili; la quale sarebbe priva di significato nell'impossibilità di stabilire un rapporto tra gli insiemi degli indivisibili considerati.  Ragione per cui Cavalieri, oltre a dimostrare che questi insiemi sono confrontabili, si preoccupa di sgombrare il terreno del suo discorso da ogni ombra di dubbio.  È ciò che fa nello Scolio che segue il teorema; nel quale egli cerca di rispondere ai dubbi e alle difficoltà che si possono sollevare (e che in effetti poi gli furono sollevati) circa la attendibilità della sua dimostrazione; dubbi e difficoltà connessi al fatto che gli insiemi confrontati siano di infiniti elementi.

La risposta è articolata come segue: a) « quando considero tutte le linee, oppure tutti i piani di una data figura, io non confronto il loro numero, che ignoriamo ma soltanto la grandezza, che è uguale allo spazio occupato dalle linee medesime, essendo congruente ad esso»; b) « poiché quello spazio è rac​chiuso in confini, pertanto anche la loro grandezza è racchiusa nei medesimi confini, per la qual cosa può venire fatta un'addizione, o una sottrazione, sebbene ignoriamo il numero di esse»; c) « ciò basta affinché siano mutuamente confrontabili, che altrimenti neppure gli spazi stessi delle figure sarebbero confrontabili ».

Precisato che non il numero (infinito), ma la grandezza (finita) degli in​divisibili è l'oggetto del confronto, il punto di forza del ragionamento di Ca​valieri sembra debba essere questo: non c'è motivo perché non debbano essere confrontabili due insiemi, quand'anche numericamente infiniti, quando lo siano le entità da essi composte.  Nel caso in ispecie, tali entità sono gli spazi delle figure, che possono risultare composti dagli indivisibili (nell'ipotesi che il continuo non sia altro che gli indivisibili medesimi) o da qualcos'altro oltre agli indivisibili (nell'ipotesi contraria).  Nel primo caso, la confrontabilità degli insiemi considerati risulta ovvia, dato che sono obiettivamente confron​tabili le grandezze delle figure.  Nel caso, invece, in cui il continuo sia « qualcosa di altro oltre agli indivisibili», sono pure numericamente indefiniti gli elementi compresi tra un indivisibile e l'altro; così che, se non fossero con​frontabili insiemi numericamente indefiniti, « non potremmo – cosi dice Ca​valieri – confrontare tra di loro gli stessi continui, ossia gli spazi, essendo indefiniti  di  numero  gli  elementi  che si aggregano, e insieme aggregati si confrontano, cioè gli elementi che compongono il continuo». Ma siccome è assurdo pensare che non siano confrontabili continui limitati, ne consegue che sono del pari confrontabili gli insiemi degli elementi che li compongono.  In conclusione, dato che gli spazi degli indivisibili o si possono identificare con quelli delle figure, o vi sono in qualche modo compresi, è indiscutibile la loro con​frontabilità;  da cui discende quella degli aggregati degli indivisibili stessi.  

Per quanto non scevro di qualche ombra, il pensiero di B. Cavalieri ci sembra abbastanza chiaro; la sua logica, malgrado qualche affermazione gra​tuita, rigorosa e stringente.  La prima operazione mentale che egli compie, nel confronto tra gli aggregati di indivisibili, è quella di stabilire una corrispondenza biunivoca tra gli elementi degli insiemi considerati.  Parla infatti di singole linee e di singoli piani, visti in una relazione che non può non essere una corrispondenza biunivoca.  La cosa è d'altro canto implicita nel fatto che  gli insiemi sono particolari: «tutte le linee » di transito retto e «tutti i piani» secondo un assegnato riferimento; che è già stabilire che siano corrispondenti linee e piani equidistanti da quelli assunti come riferimenti.  Il confronto tra questi elementi è possibile perché sono limitati: di ogni elemento di un insieme si può considerare un multiplo maggiore del suo corrispondente nell'altro, e viceversa.

A questo punto si ha il « colpo d'ala » dell'intelletto, che crea uno « spazio» astratto in cui recinge ciascuno dei due aggregati, ed estrapolando all'infinito l'operazione compiuta per due soli elementi, riconosce a queste nuove entità mentali, attinenti alle figure, ma da esse distinte, la stessa possibilità di con​fronto e di proporzione.

Il punto insieme più difficile e risolutivo del pensiero di Cavalieri ci sembra proprio questo: l'intuizione di questo spazio (di « tutte le linee » e di « tutti i piani»), paragonabile a una fugace percezione nella fortunata coincidenza di  un lampo.  Tale spazio è cosa diversa dallo spazio delle figure.  Per notarlo, basta leggere attentamente il brano dello scolio (al teorema I del II libro) sopra riportato, dove la distinzione è nettamente scandita.  Esso coincide con la grandezza di «tutte le linee » e di « tutti i piani », considerati globalmente. E’ quel «quid », non altrimenti definibile, che racchiude queste totalità di indivisibili, infinite per numero, ma pur limitate nel loro imprescindibile legame con le figure corrispondenti, che sono finite.

Le difficoltà, è ovvio, continuano a sussistere, e vano sarebbe arzigogolare con le parole attorno a una realtà che la nostra mente può appena intuire, ma, dati i limiti della sua capacità «visiva » e il condizionamento delle immagini ottiche, non distinguere.  Resta comunque la presa d'atto della superiore ca​pacità di astrazione di B. Cavalieri, della sua perspicacia, della abilità con cui  egli si muove nei meandri dell'infinito.

3.  - Oggi sono cadute le riserve mentali che al tempo della sua comparsa rendevano inaccettabile la Geometria degli indivisibili. Sorprende anzi posi​tivamente l'ardita e disinvolta (ma non illogica) presa in considerazione del​l'infinito che la caratterizza; come appare di molto precorritrice l'affermazione, da parte di un uomo del '600, che « gli aggregati degli indivisibili, benché in​finiti, potranno ... essere confrontati tra di loro: non osterà infatti l'infinità ».
 

Un notevole salto di qualità, «un ardito passo avanti nel pensiero» (L.  Lom​bardo-Radice), o, quantomeno, un incitamento a superare («non osta infatti l'infinito») un ostacolo ritenuto insormontabile.

Ma allora gli insiemi di infiniti indivisibili potevano « dare fastidio a molti ». E Bonaventura Cavalieri ne era consapevole già prima dell'uscita della sua opera.  Gliene darà poi una conferma il suo più famoso critico (il Guldino): «gli indivisibili sono avversati da moltissimi filosofi e da tutti i matematici »
.  Ed è perciò, secondo la testimonianza dello stesso autore
, che egli compone il VII libro.

Più che da un dubbio sulla validità della sua Geometria, della cui «verità » egli è assolutamente convinto, Cavalieri è spinto alla nuova ricerca dal desiderio di trovare ulteriori conferme di essa
 .  La coincidenza delle sue conclusioni con quelle ottenute per altra via è stata sempre per lui la conferma della validità del suo metodo. Il VII libro, con la riconferma dei risultati ot​tenuti prima, diventa – in quest'ordine d'idee – una ulteriore prova, se altre se ne volessero, della piena validità del nuovo metodo con cui la geometria è stata «promossa ». Volendolo, può anche essere un'alternativa all'opera principale per le menti meno disposte a cimentarsi con l'infinito.

La « nuova via » proposta nel settimo libro non si differenzia, però, in as​soluto dalla precedente.  Si risale ancora al rapporto delle figure dal confronto di loro sezioni parallele secondo un certo riferimento
.  Solo che si rinuncia a considerare gli insiemi di queste sezioni nella loro totalità: si prende piut​tosto in considerazione il rapporto quale scaturisce dal confronto dei singoli elementi corrispondenti. Scompare, è vero, il riferimento esplicito all'infinito, e pare che non abbia più ragione di porsi il problema della composizione del continuo; ma restano le difficoltà di fondo del primo metodo, come quella riguardante il nesso tra il rapporto delle « linee » (o dei « piani ») e quello delle figure che le contengono: la conservazione cioè del rapporto nel salto di di​mensione.  Nesso che continua a rimanere inesplicabile, specialmente se si tengono presenti quei casi (già citati) di una netta discordanza tra il rapporto di certe loro sezioni e quello esistente invece tra le figure. Ci sembra anzi che, per quanto le maggiori difficoltà della comprensione dell'infinito attuale ren​dano problematica l'acquisizione mentale di « tutte le linee»  e di «tutti i piani» nella loro globalità, è tuttavia proprio nella considerazione globale degli insiemi degli indivisibili che si legittima sul piano logico la conservazione del rapporto nel cambiamento di dimensione (dalle loro sezioni alle figure). 

Certo è, comunque, che, malgrado l'aggiunta del settimo libro, le ragioni di critica alla Geometria degli indivisibili non mancarono.  Né  essa venne accolta col favore che un'opera di tanto impegno avrebbe meritato.  Ma, per quante critiche si siano potute fare alla sua opera, resta però a Cavalieri il merito della sua «coraggiosa presa in considerazione dell'infinito, anzi di una delle prime analisi logiche e matematiche rigorose dell'infinito » (L.  Lombardo​-Radice); ragione per cui egli può essere considerato come un preciso punto di riferimento del pensiero matematico moderno.
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Un francobollo per il centenario della nascita di Francesco Severi

Il professor Terregino segnala l'iniziativa filatelica che forse è passata inosservata a gran parte dei matematici italiani.  Oltre che grande matematico Severi è stato anche un maestro nella presentazione chiara e vivace di problemi scientifici, mediante scritti e conferenze rivolte ad un vasto pubblico, ed è stato promotore e collaboratore di Archimede. 

Aspetti logici

e psicologici

della continuità

[«Nuova Secondaria»  N. 3/1984, pp. 64-66]

1. Dopo la scoperta degli incommensurabili diventa impossibile considerare il segmento (o più in generale una gran​dezza geometrica) come somma (in sen​so proprio) di un insieme finito di en​tità elementari (indivisibili) dello stes​so genere. Non ha più senso, in altri termini, l'atomismo come lo intendia​mo comunemente.  Se elementi indivisi​bili ci sono, questi debbono essere in​finiti anche per comporre una grandez​za limitata.  Infatti  –  come dice Gali​leo  –   « se la suddivisione si ha da po​tere continuare sempre, bisogna neces​sariamente che la moltitudine delle par​ti sia tale che giammai non si possa superare ».

Ma allora insorgono difficoltà ben gra​vi, addirittura irrisolubili, dovute pro​prio alla introduzione dell'infinito.  In​fatti, se tali elementi sono privi di grandezza («,non quanti » direbbe Galileo, il quale postula proprio che siano tali), è assurdo pensare che la loro somma sia una grandezza finita.  Altrettanto as​surdo è però pensare che questa possa derivare dalla somma di infinite quan​tità (grandezze), « perché infiniti quan​ti compongono un quanto infinito » (G.  Galilei).  Nell'un caso e nell'altro, o che gli indivisibili siano privi di grandezza o che ne siano dotati, diventa insana​bile la contraddizione.  Contraddizione già messa in evidenza da Zenone nel fa​moso attacco contro i Molti, ove risul​ta più scoperta la sua polemica contro l'atomismo geometrico dei pitagorici
 . Difficoltà così notevoli, che sono ineren​ti alla natura stessa del pensiero, indu​cono i matematici a guardarsi bene dal​le insidie dell'infinito attuale, che viene tenuto lontano dalla matematica come è bandito dalla filosofia (in ossequio al​l'autorità di Aristotele).  Sembra più ragionevole dare adito soltanto all'infi​nito potenziale, che riguardo alla divi​sibilità, esclusa ogni forma di atomismo consiste nell'ammettere che essa sia pro​lungabile oltre ogni limite pur rima​nendo attuabile con riferimento a un numero finito (comunque grande) di parti.

Soltanto Archimede (e forse anche De​mocrito
) nell'antichità ardisce risolvere il continuo in un insieme di indivi​sibili
 ; ma non si può dire che egli non si preoccupi delle contraddizioni di una siffatta concezione delle gran​dezze geometriche.  Tanto è vero che se ne giova solo in funzione strumen​tale, come espediente euristico, atte​nendosi alla visione canonica della realtà geometrica nei procedimenti dimo​strativi.

Si deve arrivare al secolo XVII, e soprattutto all'opera di Galileo e dei suoi discepoli Cavalieri e Torricelli, perché sia ammessa la composizione del continuo per mezzo di elementi in​divisibili.  Dei tre è senza dubbio Cava​lieri quello che ha il maggiore merito, perché su siffatta concezione del con​tinuo fonda la sua geometria, « indivi​sibilibus continuorum  –  per usare la sua espressione  –   nova quadam ratione pro​mota ». Ma il più geniale e « spregiudi​cato » assertore degli indivisibili come elementi del continuo è Galileo, il qua​le pare compiacersi di contrapporre al​l'antiatomismo della filosofia ufficiale un atomismo che è pure avversato perché comporta la pensabilità dell'infinito at​tuale.

Cavalieri alla disputa sugli indivisibili, se non vi fosse, come si usa dire, tra​scinato per i capelli, si terrebbe volen​tieri estraneo, perché a lui non impor​ta la reale composizione del continuo: gli basta, e se ne dimostra pago, che l'invenzione di pensare le figure come insiemi di « linee » e di « piani » (a se​conda che trattisi di figure piane o so​lide) sia efficace e concludente sul pia​no dimostrativo. La controversia filoso​fica sulla composizione del continuo lo trova culturalmente impreparato (alme​no così pare) e, se egli potesse estraniar​sene, lo lascerebbe indifferente
. Ciò non toglie tuttavia che la sua opera rap​presenti una significativa e originale espressione del pensiero matematico, ol​tre che per la « coraggiosa presa in con​siderazione dell'infinito » (L.  Lombar​do-Radice) che la caratterizza, anche per il contributo che essa ebbe a recare, direttamente e indirettamente, alla analisi dei continuo.  Se da un lato, in​fatti, spicca in essa l'ammissione di con​frontabilità tra insiemi infiniti, che da Cavalieri non è soltanto pensata, in a​perta antitesi al contesto culturale del suo tempo, ma risolta in chiave moder​na secondo il criterio della corrispon​denza biunivoca, non è, d'altro canto, affatto trascurabile il contributo di Ca​valieri alla risoluzione dei problema del calcolo delle aree e dei volumi, a pro​posito del quale, oltre alla funzione eu​ristica del metodo in sé, c'è da conside​rare la validità della sua essenza con​cettuale come preludio al calcolo inte​grale.

Oggi, è vero, risulta acclarata la differenza sostanziale tra il metodo cavalie​riano degli indivisibili e i successivi metodi infinitesimali, dei quali non è pos​sibile considerare precursore il Cava​lieri; non si può tuttavia negare che ci sia stata una qualche identità di pen​siero tra questo e i fondatori del cal​colo infinitesimale.  A parere dell'Agaz​zi
, più che nella diversa maniera di concepire la composizione del continuo, che pur va rilevata, la differenza tra costoro e Cavalieri andrebbe colta nella disposizione a transigere sull'una o sul​l'altra delle « inesattezza logiche » (in​divisibili senza estensione per compor​re una grandezza o infinite quantità elementari per dar luogo a una quanti​tà finita) che la mancanza di una chia​ra definizione del concetto di limite rendeva inevitabili in ogni caso.  Inesat​tezze che, per opposti motivi, da Cava​lieri e dai suoi successori vennero con​siderate non esiziali dato che veni​vano in pratica rese ininfluenti dalle di​verse metodologie operative, di confron​to in Cavalieri e di addizione negli al​tri.  Ma « l'idea complessiva  –  afferma appunto l'Agazzi  –  era la stessa », ag​giungendo che « in pratica, poi, si sono comportati tutti allo stesso modo: Ca​valieri agendo intuitivamente 'come se' le figure piane fossero somma delle ret​te componenti; i successori trattando intuitivamente i rettangolini 'come se' fossero indivisibili cavalieriani ».

Ma al di là del contributo di fatto re​cato da Cavalieri all'analisi del conti​nuo, va ascritto a suo merito l'avere egli posto in bella evidenza che comunque stiano le cose, sia o no il continuo com​posto da indivisibili, resta indiscutibile il fatto che a una linea si può associa​re l'insieme dei suoi punti, a una figura piana un insieme di linee rette pa​rallele, a un solido un insieme di sezioni piane secondo una data giacitura. Insiemi, questi, perfettamente defi​nibili, e quindi pensabili, benché infi​niti.

2.   Orbene, in che relazione stanno le dette figure e gli insiemi (chiamiamoli così) dei loro indivisibili?  Restringendo l'attenzione alla retta (ma le considerazioni fatte per essa possono essere ge​neralizzate), come si concilia la conti​nuità, intesa come unità ininterrotta, con la molteplicità dei suoi punti?

Se dovessimo risolvere il dilemma in coerenza con la filosofia di Parmenide, dovremmo senz'altro escludere la mol​teplicità dei suoi punti come essere del​la retta, la quale in quanto retta è una perché l'essere è uno; mentre l'insieme dei suoi punti, in quanto il pensiero in esso coglie come essere, uno e indivi​sibile, il punto, è altro dalla retta, non è la retta; anzi non è affatto: è solo illusione.

Ma l'eco di discorsi siffatti è ormai lontana.  Oggi la retta come entità omo​genea in ogni sua parte (continua) e l'in​sieme dei suoi punti non sembrano più entità inconciliabili: sono entrambi pro​dotti del pensiero riferentisi a un'unica realtà colta staticamente, per astra​zione dall'immagine del filo teso, o di​namicamente (in maniera genetica, per usare la terminologia dell'Enriques) co​me traiettoria di un punto in movi​mento.

Il contrasto tra le due rappresentazioni rimane e non si ha torto a negare la identificazione della retta con l'insieme dei suoi punti se si considerano le due entità sotto l'aspetto psicologico: l'« ef​fetto collana » (il termine mi sembra efficace con riferimento al fatto che una collana è formata da granuli allineati), che annulla l'idea di continuità, è in​sopprimibile nell'immaginare la retta come insieme di punti.  Ma esso non è più tale da togliere la possibilità, sotto il profilo logico, di una «saldatura» del molteplice di un'unità senza lacu​ne. Saldatura cercata e, almeno for​malmente, raggiunta nel postulato della continuità.

Le principali espressioni dei postulato sono a tutti note e non mi sembra il caso di doverle ribadire in questa se​de. Le due più famose di esse risalgono a Dedekind e a Cantor.  Il primo coglie il senso della continuità nel fatto che la retta non possa dividersi in due in altro modo che togliendo un suo punto (in linguaggio tecnico: a ogni partizio​ne della retta corrisponde un ed un solo punto che la determina).  L'altro, con la supposta esistenza di un unico punto comune a infiniti segmenti insca​tolati
 (sotto una particolare condizio​ne), annulla ogni lacuna fra i punti della retta fino a rendere sempre certa l'esistenza del punto avente dall'origine di un fissato sistema di riferimento una distanza di misura comunque scel​ta tra i numeri reali.  L'uno e l'altro, poi, compiono un notevole passo avan​ti, direi risolutivo, sulla via della ricer​ca dell'adeguamento formale della retta punteggiata alla nozione comune (intui​tiva) di entità continua.

Il salto in avanti (ché di vero e pro​prio salto si tratta, come sanno quelli che hanno una qualche dimestichezza con le diverse « gradazioni » dell'infi​nito) consiste soprattutto nel supera​mento del postulato della densità, ri​spetto al quale quello della continuità s'impone per la maggiore «forza di coesione» tra i punti della retta e rap​presenta una superiore acquisizione lo​gica, che dà agli occhi della mente una visione di continuità resistente alla for​za disgregatrice delle immagini ottiche, riemergenti nella memoria, degli insie​mi di elementi (concreti) distinti.

La densità, così come è definita, ha già in sé qualcosa di sconcertante.  Il fatto che tra due punti ce ne sia sempre un altro produce che ne esistono infiniti tra due punti pur vicinissimi.  Ma essa, per il fatto che è già caratteristica di un sottoinsieme proprio di punti della retta, quale è quello delle immagini (ri​spetto a un sistema di riferimento) dei numeri razionali, che è denso perché tale è l'insieme dei numeri medesimi, non può bastare a circoscrivere logica​mente la nozione di continuità con ri​ferimento ad essa.  Sulla retta i punti debbano essere più che «addensati», dato che tra quei punti (le citate imma​gini dei numeri razionali) che già co​stituiscono un insieme denso ce ne so​no infiniti altri diversi da essi
.

Un insieme denso, se tale può essere una parte dei punti della retta, è qual​cosa, dunque, che non ha la fittezza che deve avere l'aggregato di tutti i punti di essa, ossia quella prerogativa che ci pare potersi identificare con la continuità.  La quale pertanto è qual​cosa di più della sola densità.

Si tratta comunque di addivenire, nel definirla, non a un che di assoluto, alla definizione di un'idea platonicamente intesa, ma di dare significato logica​mente definito a un termine (continuità) che, usato per indicare una carat​teristica della retta vista nella sua iden​tità di ente primitivo, si vuole ancora applicabile alla stessa considerata co​me insieme di punti.  Dedekind e Can​tor hanno risposto abbastanza positiva​mente a questa esigenza.  Pare che più in là non sia lecito andare.  Con i loro postulati ai punti della retta si è data la « potenza » dei numeri reali (i punti della retta sono tanti quanti sono i nu​meri reali); ed essendo questi numeri capaci di esprimere il rapporto tra due qualsivogliano segmenti, un addensa​mento maggiore non è logicamente ne​cessario, né praticamente utile.

3.   Ritornando ora al nocciolo della questione: la continuità com'è stata defini​ta dai matematici risolve il problema filosofico della composizione del continuo?  Direi di no.  L'alternativa se il continuo sia risolubile in un insieme (infinito) di indivisibili o sia sostanzial​mente qualcosa d'altro e di diverso dal suoi indivisibili resta attuale nella sua drammaticità di dilemma angoscioso e capitale della mente.

Va però ascritto a merito dei matema​tici l'avere impostato diversamente e in maniera risolubile, spostandola dal piano ontologico a quello logico, la questione.  Prescindendo da ogni considerazione sulla natura del continuo e prendendo soltanto atto della possibi​lità, ineccepibile sotto il profilo logico, di far corrispondere alle figure geometriche continue insiemi di infiniti in​divisibili, essi hanno introdotto un criterio oggettivo che servisse a distingue​re insiemi siffatti da altri.  Alla tradi​zionale domanda se la continuità potesse risolversi in infinità attuale di elementi si è risposto invertendo i ter​mini e inventando una definizione di continuità applicabile agli insiemi infi​niti.  Ne è venuto un concetto di continuità che possiamo dire convenzionale; ma in compenso è stato superato un ostacolo altrimenti insormontabile.
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LA SECONDA RATIO DI BONAVENTURA CAVALIERI




              [«Archimede»  –  Fasc. 4, 1987, pp. 209-213]

Al di fuori del ristretto ambito degli specialisti il principio di Cavalieri è noto in forme che si compendiano nella seguente: «Due solidi  che si possono collocare in modo che siano equivalenti le loro sezioni con un qualsiasi piano parallelo ad un piano fisso, sono equivalenti» .

Questo è l'enunciato del principio contenuto in un testo di geometria elementare
.  Tale formulazione è però restrittiva rispetto a quella originale, nella quale è compreso anche il caso delle figure piane.  Così, infatti, si presenta quella che nel VII libro della Geometria degli indivisi​bili
 è denominata Proposizione I: «Figure piane quali si vogliano, collocate tra le medesime parallele, nelle quali – condotte linee rette qualunque equidistanti alle parallele in questione – le porzioni intercette di una qualsivoglia di dette rette sono uguali, sono del pari uguali tra di loro.  E figure solide quali si vogliano collocate tra i medesimi piani  paralleli, nelle quali – condotti piani qualunque equidistanti a quei piani paralleli – le figure piane generate nei solidi stessi da uno qualsivoglia dei piani condotti sono uguali, saranno del pari uguali 
 tra di loro».

Una generalizzazione di questa proposizione si ha poi con le successi​ve proposizioni II e III dello stesso libro (VII), nelle quali si afferma che se  le sezioni delle figure, considerate come sopra, hanno sempre (al variare della retta o del piano secante) lo stesso rapporto, questo è pure il rapporto delle figure medesime.

 Due fatti meritano un chiarimento subito: che nei testi di geometria elementare il postulato (o principio) si riferisce solo ai solidi; che esso si  trovi nell'ultimo dei sette libri dell'opera di Cavalieri.

 Il  ricorso  al postulato quando si tratta della misura dei solidi ha lo scopo di rendere semplice ed agile un discorso altrimenti assai complesso.  Uno scopo che, però, da solo non giustificherebbe l'introduzione di un altro assioma in un sistema razionale se non ci fosse quello (senza dubbio  più valido) della maggiore efficacia didattica, che con essa si ottiene, a renderla preferibile.  Nel caso delle figure piane, non ci sono invece ragioni per assumere a fondamento un postulato, come quello di Cavalieri, discutibile malgrado l'apparente sua evidenza.

Quanto alla collocazione di esso, diciamo subito che il settimo libro della Geometria degli indivisibili fa parte a sé.  Esso venne scritto da B. Cavalieri in alternativa ai precedenti sei, dato che «tutte le linee» e «tutti i piani» delle figure (piane e solide rispettivamente), ossia gli elementi indivisibili delle figure medesime considerati nella loro totalità di insiemi infiniti in atto, in un contesto culturale che rifiutava l'atomismo (fisico e geometrico) e l'ammissione dell'infinito attuale
, potevano «dare fasti​dio a molti»
.

      In effetti la sopra riportata «proposizione I» comporta (almeno formalmente) un cambiamento notevole del modo di vedere e di rapportare le figure geometriche. Mentre nella precedente trattazione, infatti, le figure erano state considerate come insiemi di infiniti indivisibili, con tutte le complicazioni di ordine logico e ontologico che una siffatta concezione comportava, nel settimo libro l'attenzione è rivolta alle sezioni in quanto tali, senza riferimento, neppure implicito, alla composi​zione del continuo.

      Per la verità, Cavalieri aveva recisamente escluso che il suo metodo (quello adottato nei primi sei libri) fosse intrinsecamente legato alla concezione atomistica del continuo: «assolutamente – aveva egli precisa​to – io non mi dichiaro di componere il continuo d'indivisibili, ma solo mostro che i continui hanno la proporzione degli aggregati di questi indivisibili, non assumendo io se non le linee o punti di retto transito»
. E c'è anzi da supporre che solo in un secondo momento rispetto alla applicazione del suo metodo, quando già aveva portato abbastanza avanti la sua ricerca, Cavalieri si era reso conto della portata filosofica della questione.  Fatto questo, se non proprio deducibile, sensatamente congetturabile – secondo il Lombardo-Radice – sulla scorta di un elemento assai significativo: «Cavalieri usa per la prima volta il termine «opera delli indivisibili» nella lettera a Galileo da Roma del 21 marzo1626 »
 ; il che fa ritenere «probabile che sia stato Galileo, soprattutto nell'incontro diretto del 1626, a mettere al corrente il fino allora solitario ricercatore della grossa disputa culturale relativa all'atomismo e agli indivisibili» 
.

Tuttavia, sebbene Cavalieri «non asserisce mai che un continuo è  somma dei suoi indivisibili (punti, segmenti, regioni piane) »
, non erano del tutto infondate le critiche del Guldino, il quale gli rimproverava, per l'appunto, un atomismo inconcepibile perché «la moltitudine delle linee, per quanto grandissima essa sia, non può comporre neppure la più piccola superficie»
.  Del pari,  benché ci sia differenza sostanzia​le e profonda tra gli indivisibili del Cavalieri e i rettangolini e i solidi infinitesimi (potenziali) che compongono le superfici e i solidi nel calcolo integrale, potrebbero in qualche misura avere ragione coloro che conside​rano il nostro un anticipatore del calcolo medesimo
; anche perché  – come sostiene l'Agazzi – egli, pur differenziandosi in teoria dai successivi inventori del calcolo integrale per la natura dei suoi indivisibili (da lui concepiti come elementi privi di spessore), in pratica si sarebbe comportato allo stesso loro modo «agendo intuitivamente come se le figure piane fossero somme di rette componenti»
 e le figure solide  –  aggiungiamo noi  –  fossero somme di «fogli» sovrapposti.

Questo però può valere riguardo al metodo cavalieriano nella sua generalità, quale esso si estrinseca nella gran parte della Geometria degli indivisibili.  Non si presta, invece, a equivoci di tal sorta la «nuova via» seguita da Cavalieri nel settimo libro.  Quivi, infatti, escludendosi ogni ipotesi sulla composizione  del  continuo,  si  pone  come fondamento della successiva deduzione razionale l'assunto che il rapporto (uguale ad uno nel caso particolare dell'equivalenza) delle figure sia lo stesso di quello che sussiste tra loro sezioni opportunamente considerate se esso non muta, mantenendosi inalterata la giacitura (la direzione), al variare del piano (della retta) secante.

Nella sostanza, invero, le cose non sono cambiate molto; e non lo sono anche in relazione al modo di concepirle dello stesso Cavalieri, il quale pure riguardo al metodo precedente aveva ribadito che per lui, al di là di ogni possibile considerazione di merito sulla natura del continuo (che egli intendeva evitare anche a causa della sua «debolezza e del poco fondamento»
 in filosofia), si era trattato solo di una presa d'atto dell'invarianza del rapporto nel passaggio dalle sezioni – purché queste fossero considerate opportunamente
 –  alle rispettive figure.  Il che è poi quello che sostanzialmente torna a ribadirsi nel nuovo postulato, con la sola variante che le sezioni non vengono più considerate nel loro complesso, ma singolarmente, in un confronto di ognuna con la sua corrispondente.

  Non c'è dubbio però che la nuova e diversa formulazione del postulato fondamentale, mentre porta una notevole semplificazione del metodo, soprattutto sotto il profilo didattico, rende più accessibile il fondamento logico della sua validità «se soltanto  – per dirla con Cavalieri stesso –  esso verrà applicato rettamente, cioè secondo le regole prescritte »
.  Così formulato, infatti, il «principio» diventa dimostrabi​le con un semplice procedimento di passaggio al limite, di cui qui ci limitiamo ad abbozzare – senza alcuna pretesa di rigore logico –  la traccia con riferimento alle figure solide
.

    Cominciamo col considerare acquisito per altra via (come è possibile, anche se poco agevole) il fatto che due solidi prismatici o cilindrici di basi equivalenti e con la stessa altezza siano a loro volta equivalenti.  Conside​riamo quindi due qualunque solidi rispondenti alla ipotesi del postulato di Cavalieri e operiamo su di essi una opportuna suddivisione per mezzo di n piani paralleli ai due tra i quali essi si considerano compresi.  Essendo a due a due equivalenti le sezioni di questi piani coi solidi, tali saranno  anche, a due a due, i prismoidi o cilindroidi compresi in un medesimo strato e aventi per basi le sezioni determinate dalla faccia inferiore di questo; e di conseguenza equivalenti (somme di figure equivalenti sono equivalenti) risulteranno le loro somme, che per comodità chiamiamo pluriprismi o pluricilindri, a seconda del contorno delle sezioni considerate. Nel passaggio al limite, al tendere di n all'infinito, ossia al tendere a zero dello spessore di ciascuno degli strati considerati, i due pluriprismi (o pluricilindri), come sopra determinati, tendono ai due solidi; i quali, pertanto, risultano equivalenti
.

    Ciò prova che l'affermazione di Cavalieri ha un suo ragionevole fondamento e mette in luce il perché non dall'equivalenza di sezioni qualsiasi discenda quella dei solidi, ma da sezioni opportunamente considerate, in corrispondenza biunivoca (ecco una sostanziale novità del metodo cavalieriano) ed equidistanti da due piani paralleli assunti correlativamente alla comune «altezza» delle figure.
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LO ZERO NELLA STORIA DELLA CIVILTÀ
              [« Le scienze, la matematica, ecc…» - Fasc. 2, 1988, pp. 27-30]

Trilussa, il maggiore poeta romanesco dopo G. G. Belli, immaginando un bisticcio tra l'uno e lo zero, fa dire al primo, rivolto al secondo, pressapoco così: «ma chi credi di essere?  Sei un niente, proprio niente.  Guarda me: valgo poco, è vero; ma se mi faccio seguire da tante nullità come te, divento dieci, cento, mille,... e anche di più».

La morale della favola, la rivela lo stesso poeta, quando commenta che ciò è quello che accade in genere ai dittatori: i quali diventano tanto più importanti e potenti quanti più sono gli «zeri» che gli vanno appresso.

In certo senso quello che dice Trilussa è vero.  Solo che lo zero non merita lo scherno dell'uno, bensì la riconoscenza di tutti i simboli numerici, perché questi devono proprio alla sua presenza la possibilità di un loro impiego age​vole ed efficace nel calcolo scritto, il quale prima della comparsa dello zero era alquanto problematico, per non dire impossibile.

È abbastanza noto, infatti, che nell'antichità il calcolo era strumentale, giovando all'uopo il famoso abaco, di cui oggi si parla come di un oggetto preistorico, anche se dalle nostre parti era ancora in uso in epoca piuttosto recente (fino al XV secolo certamente, malgrado Leonardo Fibonacci avesse già nel XIII secolo divulgato, nel famoso Liber abaci, la numerazione araba) e in certe aree geografiche è stato soppiantato solo da poco.  La stessa parola «calcolo»,  con la sua etimologia latina, che richiama anche ai profani della lingua di Cicerone  –  anch'essi però ben consci di ciò che la parola significhi per la salute del corpo –  un ben determinato oggetto materiale (pietruzza), è rivelatrice dell'antica «materialità» delle operazioni aritmetiche.

Se però si va ad indagare sul funzionamento dell'abaco, si scopre che in effetti esso era basato sul criterio proprio del corrente metodo operativo scrit​to, stante che il numero dei gettoni limitato a dieci per ogni scanalatura o per ogni fil di ferro (nel tipo a pallottoliere) imponeva di spostare un gettone (o pallina) valutato, in base alla sua posizione, una unità di ordine superiore quando la somma delle unità di un determinato ordine avesse superato la decina. Che cosa dunque impediva di trasferire le regole adottate nella meccanica operativa a un procedimento grafico se la scrittura dei numeri era già stata inventata?  Non mancava certo l'ingegno necessario a compiere una trasposi​zione del genere. Di «miracoli» ben più strepitosi si era dimostrata capace la  mente  umana; e  certamente  avrebbe  inventato  la  maniera  di  riprodurre graficamente le operazioni aritmetiche manuali se non fosse mancato un qual​cosa che tanto era essenziale quanto risultava inconcepibile nel contesto cultu​rale dell'epoca.  Senza una tale mancanza, infatti, non sarebbe stato difficile tradurre in simboli i numeri corrispondenti alle colonne occupate e, attribuen​dosi a ciascun simbolo un valore relativo alla sua posizione nell'allineamento formato, riprodurre per iscritto la tecnica strumentale .

Quello che mancava era un segno grafico atto a rappresentare la colonna vuota dell'abaco. E per quanto la cosa possa sembrare a noi irrilevante, una tale mancanza allora non era facile da colmarsi.  Perché non si trattava solo di inventare un nome e un simbolo, ma di concepire un'idea.  E questa nel contesto culturale greco-romano era quanto mai inconcepibile.

Né la razionalità dei greci, né il senso pratico dei romani erano inclini a inventare un segno che in qualche maniera rappresentasse il nulla.  I primi, infatti, per quanto fossero andati bene al di là, in arditezze di pensiero, del grave maestro di Elea, non avevano certamente potuto togliersi l'ossessione di quel «il non-essere non è; ... non si può conoscere né esprimerlo».  Lungi poi dalla mentalità pratica dei romani la possibilità di concepire l'idea del nulla e di trovare il modo di rappresentarla.

In effetti, se per la speculazione filosofica il non-essere – purtroppo im​prescindibilmente attuale nell'ambito del problema ontologico – era un rompica​po di cui avrebbe fatto volentieri a meno, esso era certamente estraneo alla sfera del negotium romanamente inteso.

L'interesse per il nulla poteva avere senso in un'altra orbita di attività della mente: quella attingibile dalla dimensione religiosa dello spirito.

C'era stato in Grecia  – a Samo prima e nella Magna Grecia poi, per la precisione  –  uno che si era fatto matematico (il primo nella accezione classica del termine)  per un'esigenza più religiosa che intellettuale, per il quale la via del numero  –  oggetto, questo, più della contemplazione mistica che della riflessione razionale  ​– ​​ si era identificata con quella dell'ascesi.  Ma at​tenzione: per lui non era concepibile un numero privo di unità; anzi, l'unità di per sé non era un numero, bensì un'entità elementare avente in sé la potenza del numero, che si manifestava nel suo entrare in composizione con le altre (Cfr.  G. De Santillana, Le origini del pensiero scientifico, Sansoni, Firen​ze, 1961, pag. 69).  Così che un numero vero doveva contenere almeno una coppia.  Senza dire della sostanziale materialità attribuita dai pitagorici alle entità numeriche, per cui queste venivano identificate e rappresentate con collezioni di punti–monadi, ritenute, insieme, schemi del reale e realtà fisiche esse stesse.

      Nella concezione pitagorica dell'universo, il numero ha un duplice ruolo, sostanziale e strutturale, dato che – come riferisce Aristotele – «gli elementi dei numeri sono gli elementi di tutte le cose e i loro principi sono i principi di tutti gli esseri».  Esso rappresenta perciò la via naturale e unica della cono​scenza.  Il  che  ribadisce  Filolao,  discepolo  di  Pitagora,  dicendo  che «tutte le cose che si conoscono hanno un numero; senza  questo  nulla  sarebbe possibile pensare né conoscere».

    In siffatto ordine di idee, per il quale nulla sarebbe possibile pensare senza il numero, che  ​– come abbiamo detto – si costituisce per la presenza di più di una unità, e nei numeri, d'altro canto, si comprenda tutto il pensabile  e il conoscibile – escluso ogni al di qua e al di là – , assolutamente impen​sabile  risulta ciò che rappresenti l'assenza di «unità»  (lo zero, per intenderci).

Ora, per tornare al filo del nostro discorso, se Pitagora fu in certo senso un mistico, fu anche un greco e del genio ellenico aveva tutte le peculiarità.  Tanto che il «miracolo greco», il quale nella matematica sarebbe poi culmina​to nel capolavoro universale di rigore logico degli Elementi di Euclide, ebbe  in lui un capostipite.

Di ben altra pasta intellettuale e culturale doveva essere l'inventore dello zero.  E infatti questi fu, con molta probabilità, un indiano: un uomo, cioè, per il quale il nulla aveva un profondo senso religioso, essendo, non il nero buio dell'inconcepibile, ma l'assenza di ostacoli alla comunione dello spirito individuale con l'assoluto nella pienezza del suo essere e nella sua primigenia purezza.

Questi era idoneo a cogliere  – se così possiamo dire –  l'essenza del nul​la e a inventare un simbolo per sua rappresentazione.  Idea e simbolo che dal genitore indù, rimasto sconosciuto, vennero accomunati nel nome di sunya.
A lui il merito della invenzione. Ma merito non minore va riconosciuto agli arabi, i quali, con l'importazione in Occidente della loro numerazione posizionale, resa potente ed efficace dalla presenza dello zero, gettarono quivi le basi di un progresso scientifico senza confini, che molto probabilmente non ci sarebbe stato se mai fosse risuonata la magica parola sifr.
Sifr  era, per l'appunto, il nome arabo di quello che, detto zepbirum nell'ac​cezione latina, è poi diventato lo zero.  Da esso è derivato il termine «cifra» con cui si è giunti a denominare qualunque simbolo numerico arabo. Un dovuto riconoscimento, questo, all'importanza del segno che ha reso possibile un'a​ritmetica pratica assai agevole, chiave di volta del calcolo numerico, anche perché facilmente trattabile con dispositivo automatici.

La quantità dei segni per scrivere i numeri può essere varia: dieci o due, o un qualsiasi altro numero, va bene lo stesso.  L'importante è che non manchi lo zero.  La base dieci ha solo una giustificazione anatomica: «quia  – come dice Ovidio –  tot digiti per quos numerare solemus».  Con sei dita o otto di​ta nelle due mani, gli uomini avrebbero elaborato certamente sistemi di nume​razione in base sei o otto.  Ma questo sarebbe stato ininfluente ai fini del calcolo e saremmo allo stesso punto in cui siamo se si fosse compiuto il mede​simo cammino che ha portato alla conquista del principio di posizione e all'in​venzione dello zero.

Operare, infatti, con un numero di simboli diverso da dieci non comporta alcuna  difficoltà  aggiuntiva  (se  non di natura strettamente psicologica,  dovuta alla forza dell’abitudine) una volta che siano fatte salve le peculiarità fondamentali (principio di posizione e presenza dello zero) del consueto sistema  decimale.  Di questo oggi  – dopo che la diffusione dei computers ha reso familiare il sistema in base due –  sono consapevoli anche i ragazzi delle scuo​le medie ed elementari, i quali imparano presto (se qualcuno, ovviamente, glielo spiega) a individuare nel simbolo «20», per esempio, il numero doppio della base (otto in base quattro, dieci in base cinque, ecc.) e non trovano nessuna difficoltà a dire: «due più due uguale quattro, scrivo uno e riporto uno» se operano in un sistema a base tre.  Quel che conta è che in ogni caso ci sia il simbolo atto a indicare, nella opportuna posizione, la mancanza di unità di un determinato ordine.

Due soli simboli sono sufficienti a rappresentare tutti i numeri.  E questo è un bel vantaggio, giacché diventa possibile utilizzare, ai fini del calcolo, dispositivo automatici con due sole possibilità espressive («a due dita») come i circuiti elettrici (circuito aperto e circuito chiuso).  Dispositivi che hanno dello strepitoso, sia nel calcolo numerico che per le prestazioni di cui sono capaci con una adeguata formalizzazione matematica del linguaggio.

Ma come si è arrivati a tanto?  L'uso della matematica nella ricerca scientifica, suggerito da Galileo Galilei, si è rivelato così fecondo da rendere il pro​gresso scientifico col conseguente sviluppo tecnologico i connotati della nostra era e della nostra civiltà. Ma che avrebbe potuto la matematica senza un sistema di numerazione agile ed efficace?

E giusto, dunque, riconoscere a Galileo il merito di essere stato il padre della scienza moderna; ma non è esagerato ricordare che a questa va ricercata anche una paternità ben più lontana, nello spazio e nel tempo, in direzione d’oriente, là dove, nello scenario esuberante e suggestivo d'un paesaggio esoti​co, un pio indù scolpì per primo il segno del non-essere in una pausa del suo ascetico cammino verso l'ineffabile.

A quel sunya, infatti, va imprescindibilmente riferito lo straordinario sviluppo della scienza e della tecnica nell'evo moderno.  E non è infondato, ben​ché possa sembrare paradossale, affermare che la civiltà contemporanea, nella sua prevalente connotazione scientifica e tecnologica, per quanto questa deve (ed è molto) all'uso del sistema di numerazione posizionale arabo, è una civiltà nata, se non da zero, certamente anche dallo zero. 

Il mito del dieci

e il   senso del numero



       [«Nuova Secondaria»  –  N. 10/1989, pp. 68-69]

 Hic numerus magno tune in honore fuit.  Così Ovidio nei Fasti (III) sottolineava l'importanza del numero dieci, preci​sando subito il primo dei motivi dell'o​nore ad esso riservato: quia tot digiti per quos numerare solemus.
E stata appunto questa ragione «anato​mica» (se così possiamo dire) che ha de​terminato il successo del numero dieci, il quale è stato scelto come base della numerazione, e di conseguenza l'affer​mazione del sistema metrico decimale.  Non staremo qui a contestare tale suc​cesso, che per altro riteniamo assai ben meritato, anche se un numero primo sa​rebbe stato più idoneo a svolgere il ruo​lo di base della numerazione.  Ci sem​bra tuttavia utile mettere in evidenza la deformazione mentale, determinatasi nel tempo, la quale non consente di con​cepire i numeri razionali se non in for​ma decimale e rende poi assai ardua la trattazione della teoria dei numeri reali.

In alcuni libri delle scuole secondarie i numeri reali irrazionali vengono definiti come numeri decimali illimitati non pe​riodici e come tali vengono distinti dai numeri razionali, che alla loro volta ​– com'è noto – danno luogo ad allinea​menti dello stesso tipo ma periodici.  Questa definizione, benché possa esse​re ritenuta didatticamente efficace, ci sembra tuttavia da non preferirsi, in quanto, a nostro avviso, fa perdere il senso del numero e ne rende il concetto evanescente.

Un tale modo di presentare i numeri rea​li rende piuttosto problematico il loro assetto razionale, giacché esso condizio​na al punto da rendere improponibili successioni diverse dai cosiddetti valori decimali approssimati (per eccesso e per difetto) come modelli di successioni convergenti nella trattazione che si rifà a successioni del genere per la loro de​finizione.

Lo stesso condizionamento induce poi a ritenere artificiosa quella che invece andrebbe considerata la maniera natu​rale di definire i numeri reali, ossia la identificazione di questi con le sezioni nel campo dei razionali. Questo è cer​tamente un grave errore, che porta a una vera e propria distorsione concet​tuale riguardo all'essenza e al significa​to di tali numeri.

La vera natura dei numeri reali sta, in​fatti, nel loro configurarsi, di volta in volta, come entità atte a rappresentare univocamente un criterio di suddivisio​ne di tutti i numeri razionali (eccezion fatta al massimo del solo elemento che determina la sezione) in due classi di​sgiunte, ciascuna con un preciso signi​ficato, in quelle operazioni aritmetiche per cui ha senso confrontare un qual​siasi numero razionale col risultato.  Gli irrazionali, in particolare, intanto si qualificano come numeri e possono de​finirsi «reali» in quanto sono approssi​mabili a piacimento per mezzo di cop​pie di numeri razionali, esprimibili a lo​ro volta con coppie di numeri naturali.

La ragione per cui, per esempio, ci sem​bra del tutto logico dire che è un nume​ro reale la radice quadrata di 2 (che in​tanto esige una definizione, giacché esi​ste il segmento a cui va attribuita come misura) sta nel fatto che in relazione ad essa un qualunque numero razionale può essere considerato minore o mag​giore e risulta univocamente determina​ta la posizione del discrimine che per mezzo di essa si viene a stabilire nel campo razionale.  Tanto che ci si possa avvicinare quanto più si voglia, e non già per soli valori decimali, bensì per meno di qualunque unità frazionare.  E, invece, anche per la radice quadrata di 2 comunemente si usa dire che l'opera​zione di estrazione di radice (la quale per altro è solo spiegata tecnicamente ma non dimostrata) conduce a un allinea​mento decimale (non periodico) di infi​nite cifre.

Abbiamo citato questo esempio sia per la sua importanza storica, dato che l'ir​razionalità della radice quadrata di 2 è collegata alla scoperta delle quantità geometriche incommensurabili, sia per​ché ci sembra emblematico del condizio​namento indotto dall'uso dei numeri de​cimali.  È significativo, infatti, che an​che in un caso tanto elementare risulti difficile ricevere risposta esatta alla do​manda di determinare il valore appros​simato (per difetto o per eccesso) a me​no di 1/n (con n qualunque) del nume​ro cercato, quando invece questo do​vrebbe essere recepito come uno tra i più semplici quesiti, visto che in sostanza si tratta soltanto di stabilire tra quali qua​drati successivi si trovi il doppio del qua​drato di n.
Passando al risvolto geometrico del pre​cedente problema, ci sembra un vero peccato che per trattare del rapporto tra diagonale e lato del quadrato non si adotti il procedimento seguito da Pla​tone nel famoso passo del Menone in cui viene risolto il problema della duplica​zione del quadrato.  Tale procedimento è infatti esemplare per semplicità e chiarezza.  Lo riassumiamo brevemente.  So​crate chiede al servo di Menone di de​terminare il segmento che sia uguale al lato del quadrato doppio di quello aven​te a sua volta il lato di due piedi.  Il ser​vo, che conosce solo i numeri interi, pri​ma risponde che esso abbia la lunghez​za di quattro piedi, come avrebbe rispo​sto a lume di naso qualunque persona profana di cose geometriche; poi, invi​tato da Socrate a riflettere sull'errore della sua risposta, avanza l'ipotesi che sia lungo tre piedi.  All'ulteriore obiezio​ne di Socrate che anche questa risposta sia palesemente errata, giacché un qua​drato col lato di tre piedi avrebbe l'a​rea di nove piedi (quadrati) e non di ot​to, quanto è quella del quadrato in que​stione, il giovanotto, non avendo più numeri interi a disposizione da propor​re come eventuali soluzioni, si dà per vinto, dichiarandosi incapace di risolve​re il problema.

Il Maestro allora, acquisito che il ragaz​zo essendosi reso ben conto della pro​pria ignoranza, abbia raggiunto la con​dizione psicologica di umiltà indispen​sabile perché sia disposto alla ricerca di ciò che prima – proprio perché del tut​to ignorante – presumeva di sapere, prende l'iniziativa di guidarlo sulla stra​da giusta verso la meta.  Cambia però il tipo di procedimento: non va avanti, in​fatti, per la via aritmetica, bensì per quella geometrica, dimostrando (lui per la verità – secondo il noto punto di vi​sta platonico in ordine alla conoscenza – dice che a tale risultato giunga auto​nomamente il ragazzo) come la soluzio​ne del problema sia data dalla diagona​le del quadrato di partenza.

Ma quant'è lunga questa diagonale?  Platone non lo dice.  Anzi, nel suo or​dine di idee non ha senso domandarse​lo, visto che la misura di essa non è esprimibile tramite un numero intero.  Una conclusione, questa, che a noi par​rebbe affrettata, giacché, secondo il no​stro punto di vista, il procedimento an​drebbe continuato, provando via via se mai un opportuno sottomultiplo del la​to sia anche tale rispetto alla diagona​le. Ma ciò equivale in sostanza a gene​ralizzare il caso particolare presentato da Platone, considerando un quadrato di lato lungo n piedi, invece che due pie​di soltanto.  Seguendo pedissequamen​te il procedimento di Platone, con que​sta generalizzazione si giunge alla ben nota conclusione che nessun numero in​tero m possa esprimere la misura della diagonale del quadrato in quell'unità per cui risulta uguale ad n la misura del lato. Infatti, essendo il quadrato della diagonale 2n2 «unità quadrate», questa non può essere lunga m unità, in quan​to, in tale ipotesi, il suo quadrato sareb​be di m2 «unità quadrate», con la con​seguente necessità dell'uguaglianza tra 2n2 ed m2.  Uguaglianza, però, impossi​bile stante che 2n2 è pari, mentre m2 è dispari o, se è pari, non è il doppio ma il quadruplo del quadrato di un nume​ro intero.

Quello della diagonale e del lato del quadrato è l'esempio più familiare di in​commensurabilità tra segmenti.  Più fa​miliare ed anche più famoso, perché il primo rivelatosi in geometria e per le sue conseguenze riguardo al modo di con​cepire le linee rette e le grandezze geo​metriche di ogni tipo.  La scoperta di si​tuazioni di incommensurabilità rese, in​fatti, necessario il postulato della infi​nita divisibilità della linea retta come condizione imprescindibile per potere parlare di rapporto numerico tra seg​menti non commensurabili.  E nella geo​metria irruppe l'infinito, con tutto il complesso di difficoltà, paradossi e an​tinomie ad esso connessi, di cui ben pre​sto si resero conto e matematici e filo​sofi. Gli uni con quella preoccupazione che li portò poi a scansarne le insidie, gli altri con non celato gusto di coglier​ne la problematicità.

Non staremo, qui, a ripetere quanto si è detto ed è abbastanza noto sull'argo​mento, né come si sia dovuto conse​guentemente estendere il concetto di nu​mero.  Ci limitiamo soltanto a sottoli​neare che risulta piuttosto riduttivo e in certo senso fuorviante connettere la questione di definire il rapporto tra due grandezze omogenee esclusivamente al procedimento di misurazione decimale.  E ciò perché questo, se da un canto è più vicino all'esperienza (acquisita con l'uso del sistema metrico decimale) e perciò didatticamente più efficace, dal​l'altro fa perdere di vista il ruolo essen​ziale e il potere risolutivo del numero naturale nelle operazioni di misura.  A nostro avviso non è superfluo sottoli​neare che se noi possiamo tuttavia par​lare di rapporto numerico anche in ri​ferimento a coppie di grandezze incom​mensurabili, questo è dovuto all'essere sempre possibile un confronto quanti​tativo tra le grandezze medesime per mezzo di coppie (ordinate) di numeri naturali.  Se è vero, infatti, che nel caso di coppie di grandezze di tal sorta non è dato di fissarne il rapporto con una frazione, risulta bensì possibile indivi​duare la sezione nel campo dei numeri razionali che ad esso resta univocamente associata, giacché di ogni frazione si può sempre e inequivocabilmente dire – in virtù dei postulati atti a caratte​rizzare le grandezze geometriche – se. essa esprima una valutazione per difet​to o per eccesso del rapporto medesimo, ossia se e di quanto con essa si venga a sopravvalutare la seconda o la prima delle grandezze considerate.

In un siffatto ordine di idee il vero pro​tagonista torna ad essere il numero in​tero; il che rende legittimo attribuire la natura numerica ai rapporti considera​ti, giacché questi per suo mezzo trova​no univoca determinazione.  Invece, il numero decimale illimitato non perio​dico, con cui solitamente si identifi​ca il rapporto di due grandezze non commensurabili, è, sì, funzionale in pratica, ma sul piano concettuale dà una rappresentazione piuttosto sfuma​ta dell'essenza numerica che in esso si conchiude, anche perché solo indiretta​mente e in maniera astratta risulta ac​quisito che esso non è assimilabile (a dif​ferenza dei decimali periodici) ad alcu​na frazione.

Il discorso fin qui fatto non vuole – co​me d'altro canto non può – sminuire l'importanza del sistema di numerazio​ne posizionale in base dieci, i cui van​taggi pratici sono così universalmente noti ed apprezzati che risulterebbe af​fatto superfluo parlarne.  A dettarlo è stato soltanto l'intento di rivalutare i numeri naturali in riferimento alla loro essenza concettuale, in cui sta il senso del numero a qualsiasi livello e la chia​ve di lettura in termini quantitativi del​la realtà.

Si è pensato, in altri termini, all'oppor​tunità di recuperare un po' di quello spi​rito pitagorico che è indispensabile te​nere vivo, al di sopra e al di là degli au​tomatismi di calcolo, perché esso rap​presenta una forza vitale del pensiero matematico.  Un recupero, questo, tan​to più opportuno (e direi quasi indispen​sabile) oggi in quanto il dilagare di stru​menti di calcolo automatici mentre ac​centua la passività del soggetto operan​te, rende più probabile l'ottundimento di quelle facoltà creative della mente che da una visione dinamica del numero, nei suoi aspetti concettuali e operativi, pos​sono ricevere, invece, uno stimolo ad esprimersi ed un efficace incentivo di crescita.

GALILEO,
FRA’ GIOACHINO
E GLI INDIVISIBILI
 [«Didattica delle scienze»  –  N. 175 (1995), pp. 48-51]

L'Autore delinea la figura di fra’ Gioachino, personaggio poco conosciuto impegnato come tanti altri a combattere il copernicanesimo galileiano.
Fra' Gioachino.  Chi era costui?  Molto meno del Carneade di man​zoniana memoria: un frate come tanti, che nella seconda metà del Settecento svolgeva il ruolo di mo​desto docente in un convento sici​liano
.  È pertanto veramente esa​gerato accostarlo al padre della scienza moderna.

L'accostamento non risulta però forzato, né irriverente, se fra' Gioa​chino può impersonare quel clero di medio livello intellettuale del qua​le ben si servirono gli oppositori di Galileo, sfruttandone la relativa im​preparazione scientifica e lo zelan​te conformismo alle direttive gerar​chiche in materia religiosa.  Gli stes​si Lorini e Caccini, passati alla sto​ria proprio per i loro attacchi con​tro il copernicanesimo galileiano, chi furono se non dei modesti e for​se inconsapevoli strumenti di una opposizione che aveva ben altre e più consistenti ragioni della loro in​genua difesa del dettame biblico
?  Fra' Gioachino fu certo uno di lo​ro. Forse più modesto culturalmen​te e meno impegnato nel compito di controbattere la tesi galileiane, dato che queste erano state ormai bol​late ufficialmente di eresia e mes​se al bando,.  Di lui ha senso parla​re in riferimento a Galileo non per​ché egli se ne occupi espressamen​te, ma perché nelle sue lezioni si può cogliere l'effetto sulla fama del​lo scienziato pisano di quella con​danna all'abiura che aveva prodot​to un tale discredito sull'intera sua opera da far ritenere insignifican​te l'eclisse della sua persona.  Gali​leo viene, infatti, citato fugacemente una sola volta e additato come so​stenitore della filosofia di Democri​to e di Epicuro
.

2.  Per quanto attiene al tema di questa nota, ossia alla questione de​gli indivisibili del continuo, nel ma​nuale di fra' Gioachino non c'è al​cun riferimento a Galileo.  Il che è anche spiegabile, dato che questi non ebbe un ruolo di prim'ordine nel dibattito filosofico sulla compo​sizione del continuo. 

È quasi ovvio che il nostro frate non pensasse affatto a Galileo con rife​rimento agli indivisibili matemati​ci, che egli distingueva da quelli fi​sici, ma solo in relazione a questi ul​timi.  Riguardo ai quali, la condan​na non avrebbe potuto discostarsi dalle motivazioni teologiche che re​spingevano l'atomismo democriteo.  Quelle stesse su cui, secondo P. Re​dondi, autore di un singolare sag​gio sul caso–Galileo
, che fece al​quanto scalpore, si sarebbe surret​tiziamente basata la sentenza del 1633.

Il Redondi, sulla scorta di una let​tera anonima giunta al Sant'Uffi​zio successivamente all'uscita del Saggiatore
, ha avanzato l'ipotesi che il vero capo d'accusa nel proces​so del 1633 fosse stata proprio l'e​resia eucaristica ravvisabile nella sua presunta concezione atomistica della realtà
. L'imputazione di co​pernicanesimo sarebbe servita so​lo a mascherare tale accusa, ben più grave e compromettente anche per il Pontefice, che dello scienziato pi​sano era stato un estimatore.

Non sussistono elementi per poter valutare il peso avuto dal detto do​cumento nella economia del proces​so e nella definizione della senten​za. Sembra anzi da potersi esclude​re che esso sia stato preso in seria considerazione, essendo ben nota la fedeltà di Galileo al magistero spi​rituale della Chiesa e palese l'im​possibilità di far discendere da un abbozzo di teoria cinetica del calo​re la prova di una professione con​vinta di materialismo meccanici​stico
.

E un dato di fatto, però, che anco​ra nella seconda metà del Settecen​to, all'epoca del manoscritto da noi preso in considerazione, negli am​bienti ecclesiastici Galileo venisse additato come seguace di Democri​to e di Epicuro tout court.  E non può essere senza motivo che di lui non si faccia menzione a proposito della condanna del sistema coperni​cano
.  Questo sembra proprio con​fermare la tesi del Redondi.  Salvo il fatto (non di poco conto) che non fu il Sant'Uffizio a giudicare Gali​leo colpevole di avere professato (ereticamente) la filosofia di Demo​crito e di Epicuro, ma chi poté ap​profittare del suo ostracismo intel​lettuale per dare a quell'accusa ma​levola l'effetto di una vera e propria condanna ufficiale.

3.  Tornando alla questione della composizione del continuo, val la pe​na di ricordare come essa nel nostro manoscritto sia presentata come «omnium aliarum percelebris et perdifficilis».  Ed a conferma di ciò si citano i pareri di Hurtado da Mendoza, per il quale «ejus difficul​tates humanum opprimunt inge​nium», e Arriaga, che sul punto di trattarne dice: «devenimus in ma​teriam totius philosophiae difficilli​mam».  Tanto che «nec ullus sese non fatetur tantae difficultatis pon​dere oppressum».

Consapevole della sua modestia («li​cet inter omnes doctores sim mini​mus»), fra’ Gioachino affronta la questione in chiave strettamente pedagogica, strutturando perciò la discussione secondo uno schema di​dattico collaudato, fedele, nella so​stanza e nella forma, ai canoni del​l'aristotelismo scolastico
.

La trattazione dell'argomento («Disputatio III») si compone di quat​tro «quaestiones»:

I.     An continuum componatur ex di​visibilibus, et indivisibilibus simul;

II. An continuum sit in infinitum divisibile;

III.   Utrum continuum habeat ter​minum magnitudinis, et parvitatis;

IV.   An et quale infinitum possit ad​mitti in creatis.

Le rispettive conclusioni sono:

1. Continuum componitur non ex solis indivisibilibus: neque ex solis divisibilibus; sed (ex) utribusque insimul;

2. Continuum, seu continui partes semper dividi possunt in infinitum;

3. Corpora inanimata non habent terminum, nec magnitudinis, nec parvitatis, ex se; per accidens ve​ro possunt habere;

4. Repugnat in creatis infinitum causatum, tum in genere substan​tiae, tum in genere quantitatis, tum qualitatis, tum multitudinis.  Synca​tegorematicum vero datur, non so​lum in genere quantitatis continuae et discretae, et in genere qualita​tis; sed etiam in genere substantiae.

4.   Nelle precedenti conclusioni non v'è nulla che non fosse già stato ap​profondito nella ormai secolare di​sputa sulla composizione del conti​nuo.  Disputa che si era animata in campo matematico attorno alla Geo​metria degli indivisibili
 di Bona​ventura Cavalieri, la quale proprio sul confronto tra gli indivisibili dei continui fondava la propria metodo​logia dimostrativa.

Questo era avvenuto malgrado il suo autore, consapevole - come egli stesso ebbe a dire - del suo «poco fondamento in filosofia»
, si fosse ritenuto dichiaratamente estra​neo alla disputa sulla composizione del continuo, affermando che il di​lemma sull'essere il continuo riso​lubile nell'insieme dei suoi indivisi​bili o [image: image11.wmf].
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contemporaneamente in qual​cosa d'altro era estraneo al suo metodo
; così come l'una o l'altra delle due ipotesi non avrebbe in al​cun modo inficiato la verità delle sue conclusioni
.
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Le obiezioni più forti al metodo di Cavalieri erano state quelle prodot​te dal Guldino, il quale spostando la questione dal piano euristico-​metodologico su quello ontologico, perfettamente in linea con la con​cezione peripatetica del continuo, aveva messo in risalto l'assurdità dell'identificare (ma Cavalieri non aveva fatto questo) le figure con gli insiemi dei loro indivisibili, stante che «la moltitudine delle linee, per quanto grandissima essa sia, non può comporre neppure una picco​la superficie»
.  Contestando altre​sì l'ammissione dell'infinito attua​le propria della concezione cavalie​riana col ribadire che «il continuo è divisibile all'infinito, ma non costa di infinite parti in atto, bensì soltan​to in potenza, le quali parti non pos​sono essere mai esaurite»
.

5.  Un confronto tra le precedenti due citazioni e le conclusioni di fra’ Gioachino mostra come queste fos​sero di comune dominio e ricorren​ti in ogni disputa sulla composizio​ne del continuo.  Fa riflettere sem​mai il fatto che esse in un certo am​bito culturale continuavano a far te​sto indiscutibile a oltre un secolo di distanza dalla adozione del metodo degli indivisibili in geometria, come se nulla fosse nel frattempo avve​nuto.

Ed è singolare (ancorché pure spie​gabile) che anche sulla concezione del continuo composto di parti di​visibili e di indivisibili, per la sola presenza (non esclusiva) di questi ultimi potessero avere luogo obie​zioni fondate non tanto su ragioni logiche, quanto su motivazioni teo​logiche; come quella nascente dal potersi supporre, in tale ipotesi, l'assenza del corpo di Cristo in qual​che punto dell'ostia dopo la frazio​ne di essa
.

L'obiezione, nell'ordine di idee di fra' Gioachino, risulta ovviamente superabile
.  Essa funge, infatti, da mero espediente dialettico al fi​ne di rafforzare la tesi.  Resta tut​tavia esemplare di una mentalità portata a considerare il dogma cri​terio di verità in ogni materia.  An​che quando, come nel caso specifi​co considerato (si trattava del con​tinuo in campo matematico), esso nulla avesse a che vedere con la ma​teria in argomento.

6.  Ai distinguo e alle sottigliezze in cui resta impaniata la pedanteria peripatetica si contrappone l'ardi​ta risoluzione galileiana del conti​nuo.  Con la mentalità del fisico che riesce a cogliere una verità sfuggen​te con un atto di geniale intuizione, Galileo non esita a risolvere la questione del continuo accettando con lucida determinazione ciò che appa​re sensatamente inoppugnabile; senza tenere conto di quelle obie​zioni che, essendo comunque inevi​tabili, non producono altro effetto se non quello di ingabbiare il pen​siero e costringerlo a elucubrazio​ni sterili e senza costrutto. «Stan​te – egli dice – che la linea ed ogni continuo sian divisibili in sempre di​visibili, non veggo come si possa sfuggire, la composizione essere di infiniti indivisibili, perché una divi​sione e subdivisione che si possa proseguire perpetuamente, suppo​ne che le parti siano infinite, per​ché altramente la subdivisione sa​rebbe terminabile; e l'esser le par​ti infinite si tira in conseguenza l'es​ser non quante, perché quanti infi​niti fanno un'estensione infinita: e così abbiamo il continuo composto d'infiniti indivisibili»
. In questa enunciazione c'è tutto quanto la tradizione aristotelica ha ritenuto improponibile: un atomi​smo matematico estremo, fino al to​tale annichilimento delle quantità elementari, che tuttavia restano on​tologicamente presenti; l'ammissio​ne dell'infinito attuale senza mezzi termini e reticenze. «Galileo, il pri​mo uomo veramente moderno an​che per l'affermazione della pensa​bilità (anzi: della non non-pensabi​lità) dell'infinito in atto»
, mette al bando ogni titubanza, e dà al pen​siero, anche riguardo alla concezio​ne del continuo e dell'infinito, un nuovo slancio creativo.  La sua lo​gica è estremamente semplice: se il continuo è divisibile all'infinito (come ritengono pure gli aristoteli​ci); se si devono ammettere entità elementari (indivisibili), che però non si possono negare, perché non si possono negare i punti nella linea, le linee nelle superfici e i piani nei solidi; che resta se non la necessità (filosofica) di ammettere che gli in​divisibili siano infiniti anche in una limitata porzione di spazio?  E per​ché ammettere l'esistenza di qual​cos'altro, insieme con essi, nella composizione del continuo, se que​sto qualcosa serve solo a complica​re la questione, senza rimuovere l'infinito e le sue insidie?

Non si può però accusare Galileo di semplicismo o di ingenuità.  Egli è pienamente consapevole delle difficoltà (invero reali e oggettive) pro​prie dell'infinito insito nella risolu​zione del continuo.  Solo che riesce a individuarne le ragioni profonde: «Queste sono di quelle difficoltà  – ​egli dice – che derivano dal discor​rere che noi facciamo col nostro in​telletto finito intorno a gl'infini​ti»
; e di queste prende, con umil​tà, realisticamente atto. «Non solo egli – come fa giustamente notare il Brunetti – non cerca di distoglie​re dall'infinito la nostra attenzione, ma anzi insiste per un suo costante approfondimento con fedele adesio​ne a chiari concetti scientifici sen​za concessioni e divagazioni di or​dine filosofico, e particolarmente metafisico–religiosi»
.  D'altra par​te non si può negare una realtà ef​fettiva solo perché non si è in gra​do di conoscerla perfettamente; co​me non avrebbe senso respingere i paradossi solo perché inspiegabili. I paradossi dell'infinito sono tanti. «Il merito di Galilei è di non nascon​dersi l'esistenza di tali paradossi e peraltro di non lasciarsene intimo​rire»
.  Ne è anzi incuriosito, come di fronte a frammenti del mistero di una realtà inattingibile e per ciò stesso affascinante.

A proposito non si può non ricordare l'ardita e per certi versi un po' stravagante conclusione del noto teorema della «scodella»; «onde, conforme a quello che tali specula​zioni ne persuadono, anco tutte le circonferenze dei cerchi quanto si voglia diseguali posson chiamarsi tra loro uguali, e ciascheduna egua​le a un punto solo»
.  Il che discen​de dal fatto che, rimanendo sempre uguali le sezioni della «scodella» e del cono corrispondente con un piano di giacitura costante, opportuna​mente assegnata, ed essendo con​temporaneamente sempre uguali i solidi sezionati sopra tale piano, non ci sarebbe motivo di non ritenere uguali la circonferenza e il punto che dei detti solidi e delle loro basi sono, rispettivamente, «le ultime re​liquie e vestigia lasciate da grandez​ze uguali»
.

Galileo, per bocca di Sagredo, con​sidera questa conclusione «tanto gentile e peregrina» che «parrebbe un mezzo sacrilegio lacerar sì bella struttura, calpestandola con qual​che pedantesco affronto»
. Re​spingendo così le osservazioni, che sembra gli fossero state rivolte gar​batamente da Bonaventura Cava​lieri, tendenti a sottolineare la ete​rogeneità degli indivisibili messi a confronto, equiparabili solo in quan​to la circonferenza e il punto sono privi di estensione superficiale (area) e di volume.  Galileo non ac​cetta una simile obiezione.  Per lui gli indivisibili, oltre ad essere «non quanti» e perciò indistinguibili, non si possono assoggettare ai criteri di confronto e di somma propri delle grandezze «quante» in numero fi​nito.

Ciò chiaramente egli mette in luce in risposta all'obiezione più ricor​rente contro la composizione del continuo per mezzo di indivisibili, secondo la quale l'ammettere che due o più indivisibili possono dare una grandezza divisibile produrreb​be l'assurdità di dover considerare divisibile l'indivisibile, come nel ca​so di una quantità composta di un numero dispari di elementi che ve​nisse divisa in due parti uguali.  La risposta di Galileo è che «non solamente due indivisibili, ma né dieci, né cento, né mille non compongono una grandezza divisibile e quanta, ma sì bene infiniti»
 .

Qui c'è, a prescindere dal merito della questione, la capacità di cogliere con anticipo secolare future acquisizioni del pensiero scientifico.  Una capacità che meglio si esprime in una postilla alle Esercitazioni fi​losofiche di Antonio Rocco, dove si legge: «Infinita... è una materia lon​tanissima dall'esser capace di quelli attributi e condizioni alle quali sog​giacciono i nostri numeri o grandez​ze comprese dal nostro intelletto: là non entra la maggioranza, minoran​za, né equalità, non vi ha luogo né il pari né il dispari; ogni parte (se parte si può chiamare) dell'infinito è infinita; sì che, se bene una linea di cento palmi è maggiore d'una d'un palmo solo, non però i punti di quella sono più dei punti di questa, ma e questi e quelli sono infiniti»
.  

Un'affermazione, questa, in cui non è difficile cogliere intuizioni che la successiva (recente) analisi dell'in​finito attuale ha reso esplicite e fon​date.  La qual cosa (anche se il caso-​Galileo può ritenersi ormai defini​tivamente chiuso) induce al ramma​rico, perché l'eclisse dell'opera di Galileo e il travisamento della sua figura non solo frenarono alquanto lo slancio della nuova scienza della natura, ma impedirono che giunges​sero tempestivamente a maturazio​ne i frutti del suo pensiero creati​vo anche in campo matematico.
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UNA STRANA SURROGA

DEL QUINTO POSTULATO

[«Nuova Secondaria  –  N. 5/1988, pp. 85-87]

[image: image14.png]


Il nostro incontro, piuttosto fortuito, con un volume antico ci ha dato, tra l'altro, la possibilità di avere per mano un riassunto di geometria ad uso didattico su cui riteniamo valga la pena di soffermarsi.
  Non tanto per il contenuto in sé, trattandosi di materia assai nota e di vasto dominio; ma paradossalmente per certe lacune (una soprattutto) che suscitano qualche domanda sulla dibattuta questione del quinto postulato di Euclide e inducono a inventarne un'alternativa che, salvando il fondamento logico della geometria euclidea, abbia anche una potenzialità didattica non meno suggestiva e convincente di quelle ormai consuete.
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Geometria e filosofia
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Il detto riassunto costituisce un ampio capitolo di un più vasto manuale di filosofia naturale
, nel quale risulta incorporato proprio per l'importanza attribuita alla cono​scenza della geometria nel conte-sto degli studi filosofici, «cum iuxta communem dic​tum Philosophorum, maior pars Phisicae sine cognizione Geometriae, saltem eius principiorum, remaneat in superis tenebra​rum densissimis sepulta».
A conferma di tale affermazione l'autore (Fra Gioachino Maria da Mistretta) si appel​la all'autorità di Platone e degli altri antichi filosofi, i quali – come egli si preoccupa di sottolineare – non ammettevano allo studio della fisica (nel senso classico di filosofia naturale) i giovani che non avessero ricevuto una preliminare istruzione in geometria (nisi praecognitionem habuissent Geometriae), escludendo perciò dalle loro scuole, mediante esplicito avviso (Nullus Geometriae ex​pers intrato)
, chiunque ne fosse privo.

Interessante è, a tal proposito, il richiamo alla posizione assunta dalla celeberrima Uni​versità di Parigi, nello statuto di riforma del 1598, col prescrivere ai docenti di filosofia la lettura preliminare di alcuni libri di Eucli​de ai loro allievi, «ne ii ad rerum naturalium investigationem nimium rudes, inabilesque remaneant, ac rerum naturalium studio de​terreantur».
La data del 1598, coincidente con la data di nascita di B. Cavalieri e successiva di appena due anni a quella di Cartesio, pre​lude a una stagione di grande creatività del pensiero matematico.  E ha senso, perciò, vedere nello statuto dell'università parigi​na un chiaro segno, oltre che un'autorevo​le testimonianza, del clima culturale e del​l'impegno intellettuale che la renderanno possibile.

Euclidea ma non secondo Euclide

 Il precedente accenno ad Euclide è fugace ed accidentale.  Nel seguito del manoscrit​to il nome del matematico alessandrino com​pare poche volte, così come quello della sua opera, gli Elementi, che viene citata solo in​cidentalmente in pochissime occasioni.  Ma la trattazione della materia è sostanzialmen​te quella euclidea, come già indica la distin​zione delle proposizioni fondamentali in definizioni, postulati e assiomi.

Altra distinzione importante è quella riguar​dante i problemi e i teoremi: Propositiones proponentes aliquid faciendum dicuntur Problemata.  Aliae versantur in sola contem​platione et dicuntur Theoremata.
Questa definizione dei teoremi ribadisce il carattere speculativo della geometria, corri​spondente a uno studio dello spazio (inteso come entità puramente intellettuale) senza altro fine se non quello della pura «contem​plazione» delle sue specifiche proprietà ra​zionali ed estetiche.  Concezione, questa, di derivazione platonica, perfettamente in linea con la tradizione classica e con l'ideale scientifico–estetico sommamente rappresen​tato dagli Elementi di Euclide.

Tale modo di intendere la geometria nel nostro manoscritto è sì enunciato ma non sempre posto in essere con coerenza, dato che la trattazione della materia vuole solo colmare sommariamente una lacuna ritenuta inammissibile nel percorso degli studi filo​sofici. I risultati, però, non sono del tutto in​soddisfacenti; soprattutto se si tiene conto delle difficoltà incontrate dall'autore – per​sona non specificamente dedita agli studi matematici e per di più relativamente isolata – nel reperire la materia delle sue lezioni, mancandogli – come egli stesso dichiara – i libri che ne trattino compiutamente (licet mihi desint libri de ea tractantes ad ple​num).
Il limite principale del riassunto in argomen​to sta nella mancanza di una chiara e com​pleta definizione della base assiomatica della geometria.  Il che è probabilmente da addebitarsi proprio alla lamentata irreperibi​lità di testi adeguatamente completi, giacché il manoscritto – che nel complesso è un più che decoroso compendio filosofico – anche con riferimento specifico alla geometria ri​vela un'esigenza di rigore logico–razionale tutt'altro che da sprovveduto.

Quel che più sorprende, e perciò merita qualche considerazione, è l'assenza, sotto una qualsiasi delle formulazioni più note, del famoso postulato euclideo sul paralleli​smo delle rette.

Questo non risulta annoverato tra i postulati basilari, che sono ridotti solamente ai primi tre degli Elementi, né viene citato espressa​mente in seguito.  Al suo posto si trova (com​presa addirittura fra gli assiomi) una proposizione che equivale alla condizione suffi​ciente per il parallelismo di due rette con ri​ferimento agli angoli corrispondenti da esse formati con una trasversale: Duae lineae non inclinantur ad se mutuo, quando una earum non inclinatur magis ad aliquam ter​tiam, versus eandem partem, quam altera; la quale potrebbe ben tradursi con l'espressio​ne: due rette sono parallele se formano an​goli corrispondenti uguali con una trasversa​le.

Ma questa non può sostituire il quinto postu​lato perché, oltre ad essere l'enunciato di un teorema, che si dimostra con riferimento al cosiddetto teorema dell'angolo esterno di un triangolo, asserisce esattamente l'inverso di quanto viene sostanzialmente affermato dal noto postulato sulle parallele.  Ed è segno – a voler essere benevoli – di ingenuità il fatto che l'autore del manoscritto la invochi per dimostrare l'uguaglianza degli angoli alterni interni di due parallele con una trasversale, ammettendo implicitamente la possibilità di far discendere automaticamente la verità di una proposizione da quella della sua inversa.  Forse si può essere un po' più benevoli ed ammettere che l'estensore del riassunto abbia ritenuto scontata la validità dell'inver​sa della proposizione enunciata, consideran​dola distinta da questa nella forma ma iden​tica nella sostanza e in una con essa atta a connotare assiomaticamente il parallelismo tra due rette.  Si tratta in ogni caso di una confusione non lieve, non perdonabile ad al​cuno se Euclide per primo non ritenne di po​tersela perdonare e perciò si fece scrupolo di postulare esplicitamente quella che può es​sere considerata la condizione necessaria del parallelismo tra due rette dopo averne dimo​strato la sufficienza.

Parallele ovvero equidistanti

 Un'altemativa accettabile dei postulato potrebbe invece essere data dalla defini​zione che così recita: «Si duae lineae a se aequaliter distant ubique mutuo, ita ut num​quam inclinentur ad se invicem, etiam in in​finitum protractae, dicuntur parallelae».
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Purché, ovviamente, si puntualizzi quanto in tale definizione corrisponde a una condizio​ne sufficiente perché due rette siano paralle​le (in senso convenzionale) e ciò che invece equivale a definire implicitamente e assio​maticamente il parallelismo.  Il che si rende chiaro traducendola nell'enunciato: condi​zione necessaria e sufficiente perché due rette siano parallele è che la distanza reci​proca dei punti dell'una dall'altra sia ovun​que costante.

La sufficienza della condizione basta a pro​varla (in forma contronominale) il fatto che se due rette sono incidenti, essa non risulta più verificata, con riferimento alla Fig. 1, ove risulta chiaramente AM>MN>NR, in conseguenza delle note relazioni tra i lati di un triangolo rettangolo, quando si consideri​no AM ed NR perpendicolari alla retta b e MN perpendicolare ad a.
Riguardo alla necessità, questa non può di​mostrarsi senza ammettere una proposizione che circoscriva logicamente, mediante una proprietà caratteristica, la relazione di paral​lelismo. Una siffatta proposizione è per l'ap​punto il quinto postulato di Euclide, il quale riconduce l'essenza del parallelismo tra due rette alla proprietà caratteristica che esse for​mino con una trasversale angoli coniugati supplementari.

I postulati, però, non sono enunciazioni as​solutamente indipendenti: possono benissi​mo essere conseguenze logiche di altre pro​posizioni assunte assiomaticamente come primarie.  Quello in argomento è – come si sa – forse la proposizione geometrica più di​mostrata, proprio in conseguenza del suo es​sere apparsa – ab origine – un'affermazione tanto vera quanto relativamente essenziale.
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In tale ordine di idee una proposizione lo​gicamente equivalente ad esso ne rappre​senta un'alternativa proponibile; tanto più valida quanto più prossima al comune senso del parallelismo tra le rette.  E non sarebbe pertanto da scartare quella, sopra enunciata, che connette il parallelismo tra due rette al​l'essere costante la distanza reciproca dei punti dell'una dall'altra, dato che essa, facil​mente deducibile dal postulato di Euclide, di questo può ben costituire la base dimostrati​va.

Ove se ne ammetta, infatti, la verità dell'as​sunto in assoluto, allora, comunque si consi​derino due rette in tal nuovo senso parallele, AB e CD (v.  Fig. 2), gli angoli alterni interni BĤK e HKC, che esse formano con la trasversale HK, debbono essere uguali in conse​guenza del fatto che risultano uguali i trian​goli rettangoli HKR e KHS se KR e HS sono le distanze (uguali in virtù dell'ipotesi sopra considerata) del punto K da AB e del punto H da CD rispettivamente.  Conseguentemente ri​sultano supplementari gli angoli coniugati BHK e HKD.

In tale proprietà delle parallele, che nell'enunciato corrisponde alla proposizione con​tronominale del quinto postulato (nella for​mulazione euclidea), si conchiude l'essenza di quest'ultimo.  Il quale può dunque essere surrogato dalla seguente definizione:

Due rette sono (e si dicono) parallele se e soltanto se la distanza di un qualunque punto di una di esse dall'altra è uguale a quella di un qualunque punto di questa se​conda dalla prima.
Ove l'essenza assiomatica, che è anche la sostanza della definizione, consiste nell'av​verbio soltanto, ossia nella esclusione che possano dirsi parallele coppie di rette che non soddisfino alla condizione della mutua equidistanza nel senso sopra specificato.

Tale definizione risulta didatticamente effi​cace perché corrisponde alla naturale acqui​sizione del concetto di parallelismo tra rette, imprescindibilmente legato all'immagine di due linee tra le quali resta invariato il cam​mino minimo per passare dall'una all'altra (e viceversa) al mutare della posizione in cui lo si voglia compiere.

Questo potrebbe spiegare il fatto che nel ma​noscritto la definizione avanti riportata, in una col presunto assioma sulla condizione sufficiente per il parallelismo di due rette (del quale abbiamo in precedenza discusso), sia stata assunta come punto di riferimento logico senza alcuna considerazione di meri​to. Per una persona di altra provincia cultu​rale, certamente estranea al dibattito critico sui fondamenti della geometria, un'ipotesi così strettamente connessa all'idea elemen​tare di parallelismo, da sembrare fin troppo evidentemente consustanziale ad essa, pote​va ben costituirne una proprietà necessaria e perciò caratteristica in assoluto.
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SUL METODO SINTETICO

IN GEOMETRIA

[«Nuova Secondaria»  –  N. 10/2000]

Propositiones proponentes aliquid faciendum dicuntur Problemata.  Questo si leg​ge in un manuale scolastico (manoscritto) della seconda metà del Settecento; ove, in aggiunta, si precisa: aliae versantur in sola contemplatione et dicuntur Theoremata.
In quest'ultima definizione si compendia la concezione speculativa della geometria clas​sica, in cui – sotto l'influenza predominante di Platone – la ricerca era orientata alla sco​perta delle proprietà dello spazio, o piuttosto delle figure, per puro fine di conoscenza, o di «contemplazione»  –  come si legge nella frase sopra trascritta –.

I problemi sono invece proposizioni che pongono domande alle quali si devono tro​vare le risposte, vuoi per fini pratici, vuoi per il gusto di assecondare la curiosità intellet​tuale.

Valenze formative

Nel mondo greco, il quale non conosceva l'algebra, la via geometrica di risoluzio​ne era esclusiva.  Essa era, inoltre, stretta​mente legata all'uso della riga e del compas​so. Tant'è che problemi risolubili (e di fatto risolti) con altri supporti meccanici hanno attraversato i secoli con la qualifica di «pro​blemi aperti»: quello che è avvenuto  –  vo​lendo citare gli esempi più noti  –  per la du​plicazione del cubo, per la trisezione. del​l'angolo e per la quadratura del cerchio.

Di quest'ultimo si trova eco financo nella Divina Commedia:
«Qual è il geomètra che tutto s'affige 

per misurar lo cerchio, e non ritrova, 

pensando, quel principio ond'elli indige;

tal ero io a quella vista nova»

(Paradiso, XXXIII, vv. 133-136)

Così dice il Poeta, paragonando se stesso, al​le prese con l'arduo problema trinitario – an​che questo tradotto in termini geometrici, nell’inverosimile distinzione di tre colori su un’unica linea circolare –; paragonando se stesso al geomètra totalmente impegnato a ricercare quella relazione indubitabile che renda possibile la costruzione (con riga e compasso) del segmento lungo esattamente quanto la circonferenza.

L'algebra oggi consente di risolvere una gamma interminabile di problemi.  E nella stessa algebra è stata trovata la chiave per decidere sulla risolubilità o meno di un pro​blema geometrico mediante riga e compas​so. Ma se è ridotta la necessità di ricorrere alla via geometrica per la risoluzione di tali problemi, non è certamente diminuita l’op​portunità di una esperienza intellettuale ​ –  qual è per l'appunto l'applicazione del me​todo sintetico –  che sarebbe troppo riduttivo e dequalificante annoverare nella sfera del puro tecnicismo sterile e perciò fuori moda.  Un certo ridimensionamento (più per ragio​ni contingenti di organizzazione didattica che per reale deprezzamento della materia) della geometria razionale e il preponderante ruolo dell'algebra nell'insegnamento secon​dario non possono mettere in discussione la permanente attualità della prima anche come metodologia di ricerca matematica, la quale ha, invece, una perenne e oggettiva ragione di essere nel fatto, rilevato da Poincaré
, che « il linguaggio geometrico non perde affatto la sua forza suggestiva e la sua capacità eu​ristica.  Anzi resta una preziosa guida là dove la sola analisi sarebbe insufficiente ad evita​re che il ricercatore si smarrisca in un labi​rinto di nozioni magari definite in modo ri​gorosissimo ma troppo poco intuitive».

In considerazione di ciò, non è certamente sterile l'esercizio di risoluzione dei problemi geometrici per la via sintetica.  Esso è anzi essenziale e imprescindibile, sia come espe​rienza intellettiva per una adeguata educa​zione della mente al cimento investigativo, sia in vista dell'acquisizione di una sicura padronanza del linguaggio geometrico nelle sue ampie potenzialità espressive.

Soprattutto importante sotto quest'ultimo profilo, dato che, malgrado il superamento della geometria nella accezione classica del termine e la perdita della tradizionale iden​tità epistemologica di essa, «ciò non toglie – ​come ben sottolinea C.F. Manara – che il lin​guaggio geometrico sia ancora oggi adottato dalle altre branche della matematica, come un mezzo di sintesi potente e di appello alle esperienze immediate; e, quindi, anche come stimolo a quella immaginazione euristica che fonda spesso le scoperte, prima che il ra​gionamento rigoroso e la critica logica le confermino e le rassodino»
.

Ma c'è di più.  L'anzidetta attività, mentre stimola e potenzia – come si è detto – le ca​pacità visive, non meno importanti in mate​matica di quelle logiche, affina il gusto este​tico, anch’esso essenziale nella ricerca.  Per​ché nella risoluzione di un problema geome​trico non conta solo il risultato finale, ma certamente anche l'arditezza della soluzione e l'agilità del procedimento risolutivo. Come in architettura, ove il fine non si riduce alla funzionalità degli ambienti e alla razionale utilizzazione degli spazi, ma comprende an​che l'estetica delle forme.

Tale ordine di idee è perfettamente in linea con la ricerca matematica delle origini e per​mane tuttora, pur nella ben più ampia valen​za semantica che il termine «estetico» ha as​sunto nelle matematiche di ogni settore e di qualsiasi indirizzo.

Per restare in tema, possiamo limitare l’am​bito del nostro riferimento alla matematica greca, per la quale – come sottolinea il Cole​rus – «non fu il puro intellettualismo a pro​durre il "miracolo greco", ma furono piutto​sto le facoltà visive del mondo greco a ren​derlo possibile.  Nei concetti e nelle ricerche dei greci appare in prima linea non un’anali​si pedantesca, ma una visione sintetica che rapidamente giunge a perfezione. I greci, è vero, ci hanno regalato anche la logica come scienza, ma oltre a questo ci regalarono an​che l’"idea" platonica, questo prototipo di ogni essenza, la loro plastica e la loro archi​tettonica mai più raggiunte.  Tutte queste fa​coltà erano al lavoro anche quando nacque la "scienza matematica"»
.
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Gli Elementi di Euclide rispondono dunque allo stesso ideale scientifico–estetico che trova espressione plastica nelle statue di Fidia e di Prassitele o, per ricordare una struttura ri​gorosamente in linea col canone estetico del​la sezione aurea, nell’armoniosa mole del Partenone.
  In essi si realizza l'ideale, sorto circa tre secoli prima in Pitagora, «di una matematica logicamente, otticamente ed esteticamente soddisfacente, la visione di un mondo di conoscenze sul cui limitare (il vecchio Samio) veniva preso da un brivido di mistico sgomento»
.

Allo stesso ideale si conforma anche la riso​luzione sintetica dei problemi geometrici quando, al di là del risultato pratico – certo non trascurabile –, un tale intento estetico essa asseconda nell'agilità dei passaggi gra​fici e nell'armonia della struttura compositi​va, ossia quando l’abilità non è funzionale solo alla risoluzione del problema, ma serve anche al soddisfacimento di un gusto esteti​co non strettamente e unicamente legato all’esigenza del rigore logico.

Creatività ed estetica in geometria

Sul piano didattico, un esercizio in tal senso va collegato a un discorso che nulla conceda alla pigrizia mentale in divagazioni esplicative e richiami inessenziali: sempre agile e lineare, esso sottintenda quanto og​gettivamente deve corrispondere a competen​za specifica e capacità di collegamenti già adeguatamente acquisite.  Il che, però, in modo da non poter essere interpretato come segno di oscurità o di limitate capacità esposi​tive, ma da essere recepito come connotazio​ne tipica di una trattazione volta a stimolare e a promuovere il talento matematico più che a soddisfare una mera esigenza di informa​zione.  Rispetto al quale fine non avrebbe sen​so rallentare il ritmo del discorso con quella pedanteria semplicistica che, togliendo vigore ed eleganza all'esposizione, ne limitasse alquanto l’efficacia didattica.

La trattazione, dunque, va regolata in modo da costituire, proprio per la sua essenzialità e scioltezza, un utile paradigma per coltiva​re quella speditezza nei passaggi logici in cui sta anche, oltre che nell’arditezza delle sintesi, il pregio estetico della matematica. 

Così come nella ginnastica, dove si misura proprio dalla naturalezza dei passaggi, oltre che dalla plasticità delle figure, la valenza estetica delle prestazioni: tanto maggiore quanto più alto è l’indice delle difficoltà che l’atleta riesce a superare annullandole con disinvoltura.

Alla sintesi geometrica (ma non soltanto ad essa) ci sembra perfettamente riferibile – si parva licet componere magnis – l’ideale di docente così delineato da Gaetano Scorza nella figura del suo maestro Luigi Bianchi:

«Quale chiarezza nella posizione delle questioni; quale signorilità nel possesso sicuro  delle più diverse teorie, nel saperle piegare a comporsi con perfetta spontaneità in un tut​to armonioso; quale rapidità elegante, quale disinvolta semplicità di procedimenti!  E quale attenzione da parte nostra riverente e commossa!  Commossa, dico; e del tipo di commozione più elevato e più fine.  La pura, la nuda, la vera commozione estetica, senza misura di passioni, senza inquinamenti sen​timentali»
.

Sul lato estetico della matematica val la pena di insistere.  Questo sembra, infatti, un momento propizio, dato che anche al di fuo​ri della cerchia dei cultori di essa sembra di poter cogliere un intento di valorizzazione della materia sotto tale aspetto umanistico; un intento palesato autorevolmente in qual​che chiaro ed esplicito riferimento (da parte ministeriale) al valore artistico e, ai pregi estetici della matematica.

Potrebbe tuttavia bastare l’autorevolezza del già nominato G. Scorza, il quale così scrive​va in un suo articolo del 1930: «il pregio mi​gliore della matematica non consiste nel​l’immensa utilità sociale delle sue applica​zioni, negar la quale, di fronte allo spettaco​lo della civiltà odierna ... sarebbe lo stesso che negar la luce del sole; ma nel fatto che talune delle sue più elevate teorie, quando siano contemplate nel loro insieme, nel loro armonico dispiegarsi in sistemi coerenti e compatti, ..., danno tale un'impressione di alta e pura Bellezza quale solo sono capaci di suscitare le più ispirate poesie e le pagine di musica più potentemente suggestive»
.

L’apprezzamento di tale bellezza esige ov​viamente una competenza congruamente elevata, certamente assai al di sopra di una attività tutto sommato elementare, qual è per l’appunto quella di risoluzione per via sinte​tica dei problemi geometrici.  Ma il gusto estetico non si acquisisce se non viene colti​vato mediante un’adeguata educazione; la quale, per potere essere realmente efficace, deve essere graduale e perciò impartita a ogni livello di istruzione.  A livello di inse​gnamento secondario ben si presta un inse​gnamento della geometria razionale sapien​temente sorretto dalla intuizione e corrobo​rato da una congrua attività di applicazione del metodo sintetico nelle sue diverse artico​lazioni operative e come banco di prova del​la creatività.

Ecco dunque un motivo di più per considera​re preziosa e imprescindibile tale attività.  Da essa non può esimersi una didattica intelli​gente e perspicace, volta alla scoperta e alla valorizzazione del talento matematico, al di là della pura e semplice trasmissione di co​noscenze sistematicamente codificate, e a far superare allo studio della matematica i limiti del tecnicismo specialistico, non da tutti compreso e apprezzato, per dare realtà e con​sistenza agli effetti formativi di carattere ge​nerale ad esso universalmente riconosciuti.


Sezione III: aggiornamenti didattici

LA TRIGONOMETRIA CON I CALCOLATORI
                       
[«Archimede»  –  Fasc. 1-2, 1985; pp. 129-130]

Se si dovessero salvare alcuni testi scolastici per le generazioni future, questi non sarebbero certo i tradizionali testi di trigonometria.  È, già troppo, infatti. che essi stiano ancora in giro per le scuole ad appesantire l'insegnamento della materia.

Com'è risaputo, la trigonometria si distingue, tra le discipline ma​tematiche, per il suo carattere tecnico.  Questo la rende particolarmente adatta a recepire le innovazioni operative connesse all'uso dei moderni calcolatori.

In passato gran parte dei procedimenti trigonometrici avevano una ragione d'essere in relazione all'uso delle tavole logaritmiche, che rap​presentavano il principale strumento di calcolo.  Ciò rendeva indispensabili lunghi procedimenti per addivenire a formule trattabile « logaritmi​camente » quand'anche esistessero già formule abbastanza semplici per la risoluzione di certi problemi sui triangoli.  Si pensi, ad esempio, alla semplicissima e quanto mai espressiva formula di Carnot, la quale non veniva applicata nella risoluzione di un triangolo di cui fossero noti due lati e l'angolo compreso proprio per l'impossibilità di impiego delle tavole logaritmiche, mentre avevano per tale problema validità esclusiva le formule di Nepero, malgrado la loro maggiore complessità e il lungo e tortuoso procedimento necessario per ricavarle.

Oggi le tavole logaritmiche possono ben essere sostituite da un co​mune, e neppure tanto costoso, calcolatore tascabile, il cui uso è senz'altro più agevole ed efficace.  Con minore numero di passaggi e minore cari​co di regole operative, il calcolo ci guadagna in speditezza e semplicità. 

In riferimento alla trigonometria il vantaggio è enorme.  La possibi​lità di operare direttamente coi valori naturali delle funzioni trigonome​triche, non solo consente l'adozione di formule più semplici, ma riduce il numero delle operazioni che l'andare avanti e indietro attraverso i logaritmi comporta.

Un esempio di snellimento operativo mercé l'uso del calcolatore può farsi in riferimento alle note formule di Briggs, la cui applicazione costa, volendo fare uso del manuale logaritmico, un notevole impiego di tempo e una composita  «architettura »  operativa,   mentre  in  effetti  si  tratta  di calcoli eseguibile con una programmazione consentita anche dalle calco​latrici meno sofisticate.  Questo è un caso; ma non l'unico in cui si può trovare la prova di come il tradizionale modo di impostare la trattazione della trigonometria sia ormai diventato anacronistico.

Una ridefinizione del suo programma e della metodologia didatti​ca connessa non avrebbe in sé nulla di straordinario: sarebbe soltanto una opportuna e sensata accettazione dei vantaggi che la tecnologia può offrire alla didattica.  Continuare. invece, nel solco della tradizione significa non solo la rinunzia ad arricchire lo studio della trigonometria di una esemplificazione più vasta e interessante, ma anche il non potere aprire un certo spazio a teorie matematiche che restano ancora fuori del​la sfera didattica malgrado la loro utilità e il loro valore culturale.

Dal discorso fatto vanno tolti due possibili equivoci: che si intenda escludere dai programmi la trattazione dei logaritmi e che si pensi a una trigonometria ridotta a poche formulette.  Né l'una né l'altra cosa rispon​de alle nostre intenzioni.  I logaritmi. pur avendo ormai esaurito il loro ruolo di strumenti di calcolo numerico, vanno ugualmente valorizzati nell'insegnamento, mettendone in evidenza le peculiari proprietà funzionali (di isomorfismo tra la struttura moltiplicativa dei reali positivi e la struttura addittiva di tutti i reali).

La trigonometria. sfrondata dagli attuali procedimenti di calcolo tor​tuosi e pesanti, va ripensata in più stretto collegamento con la geometria e in particolare con una possibile trattazione vettoriale della geo​metria analitica.

Infine non va sottovalutata la notevole rilevanza concettuale (ol​tre che applicativa) delle funzioni logaritmiche e trigonometriche nell'am​bito di un approccio all'analisi matematica.

L'appoggio al simbolo di radicale:
una tecnica anacronistica
[Ricerche Didattiche n. 344/1991]

Non vorrei essere avventato: ma vado sempre più convincendomi che la tradizionale teoria dei radicali aritmetici pecchi per eccesso di meccanicismo operativo, tanto farraginoso quanto sostanzialmen​te sterile.  Quello che poi diventa quasi un non senso è lo svolgimen​to parallelo, quasi a compartimenti stagni, tra questa teoria e quel​la delle potenze con esponente razionale, quando è risaputo che si tratta di cose completamente identificabili, salvo le diverse notazio​ni formali.

E' vero che a un certo punto si giunge a tale identificazione, ma lo si fa quasi perché costretti dalla necessità di addivenire alla defi​nizione di potenza con esponente reale qualsiasi in vista e in funzio​ne del calcolo logaritmico. Sembra quasi che si tratti di un acciden​tale passaggio obbligato, purtroppo inevitabile, reso possibile dal fat​to che i radicali si prestino ad una loro trattazione, diciamo così, e​sponenziale. Il tutto come se essi nulla avessero a che vedere con le potenze in quanto tali al di là del loro essere la rappresentazione simbolica dell'operazione inversa di quella di elevazione a potenza.  E non si pensa affatto a una loro peculiare natura di potenze, così, come, invece, vorrebbe uno spontaneo senso di simmetria, già ope​rante nelle inverse delle operazioni di addizione e moltiplicazione, per cui la differenza si definisce come una particolare somma e il quoziente come particolare prodotto.

Con riferimento a tale senso di simmetria, questo porta a ri​cercare l'esponente da dare ad a per ottenere b nell'inversa della relazione bn = a concepita come ar =  b. Il che, in altri termini, è come chiedersi quale debba essere l'esponente da dare ad a per ot​tenere b se si vuole che anche b sia uguale ad una potenza, e pre​cisamente, ad una potenza del numero a, così come questo è u​guale a una potenza di b. La risposta ovvia è che sia il numero r il cui prodotto con n risulti uguale ad 1, e quindi r =  EQ \F(1;n)  , dato che deve essere (ar)n = a, cosi come è bn= a, nel rispetto della re​gola della potenza di una potenza.

      Acquisito questo, diventa del tutto ovvio dare al simbolo am/n il significato di (a1/n)m e verificare che questa è uguale ad (am)1/n come si deduce tenendo presente che è
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       La quale cosa equivale poi al teorema per cui per elevare a po​tenza un radicale basta elevare a potenza, con uguale esponente, il radicando.

In questo ordine di idee la proprietà invariantiva dei radicali è implicita nella omonima proprietà delle frazioni.  Il provarla (cosa tecnicamente assai agevole) equivale ad affermare la univocità della potenza con esponente razionale, a prescindere dalle infinite forme equivalenti di rappresentazione dell'esponente medesimo, e nello stes​so tempo a fissare inequivocabilmente il concetto di potenza di sif​fatto genere in relazione all'ampliamento del dominio della funzione esponenziale da Z a Q.

A questo punto la verifica delle proprietà formali delle potenze è quasi immediata e non richiede affatto l'appoggio al simbolo di ra​dicale.  Direi, anzi, che proprio questo simbolo complica alquanto le cose, sia in teoria che in pratica.  Esso, a mio avviso, ha fatto il suo tempo e può benissimo essere sostituito in tutto dalla forma espo​nenziale.  A renderlo obsoleto contribuiscono anche gli attuali stru​menti dì calcolo. i quali, salvo che in alcuni apparecchi per la radi​ce quadrata, propongono l'uso del pulsante yx in tutte le situazioni in cui questo può avere significato.

Anche ì tradizionali procedimenti di «trasporto» fuori e dentro il segno di radice possono essere sostituiti da analoghe operazioni con le potenze, che equivalgono rispettivamente, a trasformare l'espo​nente da frazione impropria in «numero misto» o da numero intero in frazione apparente.

Anche la cosiddetta razionalizzazione delle espressioni fraziona​rie può ben essere trattata nella forma esponenziale. Direi meglio. Ovviamente se si aboliscono quelle ingombranti strutture formali predisposte ad hoc per esercitazioni fine a se stesse, le quali possono, sì, essere utili per accrescere l'abilità algoritmica dei discenti, ma molto spesso sono sostanzialmente sterili sul piano applicativo e soprattutto alienano alquanto la simpatia dei giovani nei confronti dell'algebra.

Abbiamo accennato all'ampliamento del dominio della funzione esponenziale da Z a Q. Non c'è dubbio che l'opportunità di addivenire ad una sistematica adozione della notazione esponenziale per i cosiddetti radicali sia già abbastanza giustificata da tale ampliamento, il quale non solo risponde a esigenze di sistematicità interne al la matematica, ma è anche imprescindibilmente voluto dalla ragione dei fatti regolati dalla funzione esponenziale e dalla necessità che essa sia definita in un dominio come minimo denso, quale è per l'ap​punto quello di numeri razionali, perché non restino senza risposta domande legate a valori non interi della variabile indipendente.

Lo studio di tale funzione nell'insieme Q e la corrispondente ve​rifica della densità del suo codominio non è assolutamente un pro​blema neppure nel primo biennio della scuola secondaria. I vantag​gi sono notevoli, soprattutto perché la familiarità con la funzione e​sponenziale, oltre a consentire una adeguata descrizione dei fenome​ni da essa regolati, dà la possibilità di cogliere con chiarezza l'iso​morfismo che essa stabilisce tra la struttura moltiplicativa dei reali positivi e la struttura addittiva di tutti i reali, benché in un primo momento, ossia finché non sia data la definizione di potenza con e​sponente reale qualunque, si possono cogliere corrispondenze solo approssimative tra valori della funzione e valori della variabile indi​pendente.

Quanto poi alla dimostrazione della continuità di essa nel campo dei numeri reali, il discorso, quando se ne sia abbastanza valorizza​to l'aspetto applicativo con un contestuale, frequente ricorso all'uso del grafico, diventa quasi scontato.  Alla definizione di potenza con esponente reale qualunque si giunge quasi spontaneamente, allorché, colto il carattere continuo della curva esponenziale, si ha voglia di stabilire la corrispondenza tra i suoi punti e quelli della retta delle ascisse.

In proposito mi sembra opportuno fare una precisazione di na​tura tecnica.  Non ha senso, a mio avviso, una volta che gli alunni abbiano acquisito una certa familiarità col formalismo algebrico e siano capaci di seguire i più elementari procedimenti di passaggio al limite, restare vincolati alle successioni dei decimali approssimati per difetto e per eccesso nella definizione dei numeri reali.  E' certamen​te più agile, oltre che logicamente più incisivo agganciarsi alle sezio​ni nel campo razionale.

   La qual cosa corrisponde meglio, oltretutto, alla natura, dei nu​meri reali, i quali intanto si dicono reali in quanto si tratta, nel lo​ro caso, di entità approssimabili (a meno di qualunque unità frazionaria) tramite numeri razionali, ossia con quantità riferibili a coppie di numeri naturali, i quali, si voglia o no, restano i veri numeri (Pitagora docet sempre) perché corrispondono a quel dono ancestrale che sta alla base di ogni valutazione quantitativa delle cose.

   Che sia più agevole procedere per tale strada non penso. che possa considerarsi una scoperta.  Saranno. stati in molti a rendersi conto come convenga considerare le frazioni   EQ \F(m;n)  ed  EQ \F((m+1);n)     come valori approssimati. (rispettivamente per difetto e per eccesso a meno di   EQ \F(1;n) ) di un numero reale, soprattutto se indeterminato, piuttosto che due numeri decimali inventati e differenti tra loro per uno 0,000...1 qualsivoglia, come si trova in certi libri.  In tal modo, infatti, la dif​ferenza a EQ\F(m+1;n) (m+1)/n (  am/n  si pone facilmente nella forma am/n(a1/n ( 1) che è certamente minore (o al massimo uguale) di ah+1(a1/n ( 1)  se é a>1 e h<   EQ \F(m;n)  < h + 1, ed è facile argomentare che essa tende al limite 0 al tendere all'infinito di n.

Il discorso fin qui fatto è stato volutamente approssimativo.  Per brevità si è sorvolato su precisazioni inessenziali e, trattandosi di u​na nota rivolta a persone competenti, si è ritenuto opportuno non scendere in dettagli tecnici del tutto ovvi.  L’intento, d'altro canto, e​ra solo quello di avanzare una proposta in direzione di uno sfolti​mento dei tradizionali programmi scolastici da certe inveterate con​vezioni di procedimenti formali che mentre ne appesantiscono il carico sul piano didattico, non risultano poi corrispondentemente significa​tivi sotto l'aspetto concettuale e formativo.  Il taglio di certi rami di​ventati ormai secchi è, infatti, indispensabile se si vuole un aggior​namento dei contenuti curricolari e della metodologia didattica in rispondenza ai mutati orientamenti epistemologici riguardo alla matematica e in relazione al  quadro applicativo della disciplina. L’aver messo la teoria (o forse sarebbe meglio dire la tecnica di calcolo) dei radicali tra i rami secchi da recidere, se non del tutto, almeno in buona misura, può darsi che non sia stata una scelta oculata, anche se al momento ci sfuggono le ragioni che possano farla considerare pazzesca.  Penso tuttavia che a far rifiutare operazioni del genere non debba essere il complesso del tabù o la difficoltà di scrollare da sé un'abitudine diventata nel tempo una forma mentis, ma solo

il ri​schio, che nel nostro caso ci riesce difficile valutare, di una perdita sostanziale e irreparabile.

UN'APPLICAZIONE FEDELE
DEL METODO DI CAVALIERI

(«Didattica delle scienze»  –  N. 157 (1991)  )

L’Autore riprende una dimostrazione effettuata dal matematico italiano Bonaventura Cavalieri impiegando il linguaggio corrente per renderla adattabile ad una fruizione didattica nella scuola secondaria.
Quando si applica il metodo di Ca​valieri, per la determinazione del​l'area di una superficie o del volu​me di un solido, non è raro che si considerino le figure in questione come somme in senso proprio dei lo​ro indivisibili e questi ultimi come rettangolini o strati di larghezza o spessore estremamente piccoli.  Questo modo di concepire le figure è però estraneo al metodo cavalie​riano e tale considerato dallo stes​so Cavalieri, il quale, consapevole delle critiche che potevano essere rivolte al suo metodo (e che di fat​to gli vennero rivolte, soprattutto dal Guldino), questo precisava in una lettera a Galileo del 2 ottobre 1634: «assolutamente io non mi dichia​ro di componere il continuo d'in​divisibili, ma solo mostro che i con​tinui hanno la proporzione degli aggregati di questi indivisibili, non assumendo io se non le linee o pun​ti di retto transito»
.
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All'ordine di idee consueto non è sfuggito il procedimento adottato da qualche autore per la determi​nazione dell'area del triangolo cur​vilineo avente per lati un arco di pa​rabola e un segmento della sua tan​gente nel vertice (fig. 1).  All'uopo si è considerato tale triangolo come somma degli indivisibili paralleli al​l'asse e se ne è determinata l'area sommando le misure delle grandez​ze di n di essi e calcolando quindi il limite di tale somma per n tenden​te all'infinito
.
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A discolpa di un tale modo di vedere le cose potrebbe addursi il fatto che lo stesso Cavalieri avrebbe agito «intuitivamente come se le figure piane fossero somme di rette componenti»
.  Ma se è lecito sup​porre un simile atteggiamento men​tale di Cavalieri a livello intuitivo, esso non fu certamente la norma sul piano razionale e venne soprattut​to evitato in chiave ontologica con riferimento alla composizione del continuo, nella convinzione che ba​stasse la confrontabilità degli indi​visibili a dare fondamento logico al metodo
.  E di questo si deve tene​re ben conto quando si vuole dare una prova dell'efficacia euristica del metodo degli indivisibili, la cui va​lidità risulta acclarata (a detta del suo stesso autore) dalla possibilità che una rigorosa applicazione di es​so dà di pervenire a risultati otte​nibili per le vie ritenute universal​mente canoniche.

Quanto all'area del triangolo curvi​lineo sopra menzionato, così suona l'enunciato di Cavalieri: «Se un pa​rallelogramma, e un triangolo, so​no sulla stessa base con una para​bola, e attorno a un medesimo as​se, o diametro, (allora) il parallelogramma sarà una volta e mezza la parabola, il triangolo invece sarà i tre quarti della parabola stessa»
.
Cavalieri giunge alla conclusione enunciata dopo aver dimostrato (il resto d'altro canto è del tutto ov​vio) che il parallelogramma CGHE (fíg. 2) è il triplo del trilineo CHE.
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Questo rapporto sarà l'oggetto del​la dimostrazione che noi andremo a svolgere, cercando (con una op​portuna collocazione della figura e l'uso del linguaggio corrente nei corsi di geometria elementare) di renderla adattabile a una fruizione didattica a livello di scuola secon​daria.

Cominciamo col considerare la pa​rabola come luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto F (fuoco) e da una retta d (di​rettrice).  Ne risulta, se D è il piede della perpendicolare dal punto P della parabola alla sua direttrice, che è PD = PF (v. fig. 3).

Indicati, quindi, con H ed M, rispet​tivamente, i punti di intersezione di PD con la tangente alla parabola nel suo vertice V e con la parallela per il fuoco F alla direttrice, determi​niamo la relazione tra il segmento HP e il segmento VH (ascissa del punto P, come lo denomina lo stesso Cavalieri).  Con riferimento al triangolo rettangolo MFP, in base al teorema di Pitagora risulta:

Q (FM) + Q (MP) = Q (FP); 

ed essendo MP = HP - HM, sarà:

Q (MP) =
Q (HP) + Q (HM) + 2R (HP, HM),

onde, sostituendo nell'equivalenza precedente, avremo:

Q (FM) + Q (HP) + Q (HM) + 2R (HP, HM) = Q (FP)
.                          (1)

D'altro canto:

Q (D P) = Q (D H + H P) = Q (DH) + Q (HP) + 2R (DH, HP)               (2) 

Dal confronto della (1) con la (2), che la proprietà transitiva consente di ridurre a una, dato che è Q (FP) = Q (DP), eseguite le sostituzio​ni e le semplificazioni ad hoc, re​se possibili anche dalle uguaglian​ze FM = VH e DH = HM = VF, si deduce facilmente l'equivalenza:

Q (VH)  =   4R (VF, HP) =  R (4VF, HP)


          (3), 
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la quale fissa la relazione ricercata nell'essere il quadrato di lato VH equivalente al rettangolo di base uguale al quadruplo della distanza focale e altezza uguale alla distan​za di P dalla retta delle ascisse (tan​gente alla parabola nel vertice).  Co​sì che, se si considerano due punti qualsiasi della parabola, P1, e P2 rettangoli come sopra ad essi asso​ciati risulteranno direttamente pro​porzionali ai quadrati delle rispet​tive ascisse:

R (4VF, H1P1) : R (4VF, H2P2)  =  Q (VH1) : Q(VH2)

e siccome rettangoli di uguale ba​se stanno tra loro come le rispetti​ve altezze, possiamo scrivere:

H1P1 : H2P2  =  Q (VH1) : Q (VH2)



          (4)

Premesso questo, consideriamo sul​la retta delle ascisse il segmento VA e il rettangolo VABC col verti​ce B sull'arco della parabola (fig. 4).

Con riferimento a tale figura, con​sideriamo inoltre «tutte le linee» (nell'accezione cavalieriana) PH pa​rallele all'asse della parabola con gli estremi P ed H, rispettivamente, sulla parabola e sulla retta delle ascisse.  A ciascuna di esse associa​mo la corda HL
 del rettangolo passante per P, chiamando l'insie​me delle HL «tutte le linee» del ret​tangolo.  In corrispondenza ad HP ed HL vengono considerate, rispet​tivamente, MP equipollente all'a​scissa VH e la corda MN del rettan​golo passante per P. In base alla (4) risulta, per qualsiasi punto P:

HP : AB = Q (MP) : Q (VA) 


(5)

In base alla proposizione III del se​condo libro della Geometria degli indivisibili
, secondo la quale «Fi​gure piane hanno il medesimo rap​porto, che hanno tutte le linee di es​se prese con un riferimento qualun​que», il nostro problema di determi​nare il rapporto tra il trilineo VAB e il rettangolo VABC è ricondotto alla determinazione del rapporto tra tutte le linee HP (globalmente considerate) e tutte le linee HL di cui s'è detto sopra.

Precisiamo intanto che tutte le li​nee, dell'uno e dell'altro aggrega​to, vengono date simultaneamente (in atto) benché siano di potenza in​finita.  Ma il procedimento algebri​co da noi seguito è quello del limite di una serie al tendere all'infinito dei suoi termini.
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Per determinare i termini n-mi del​le due serie consideriamo n-1 punti dell'arco VB della parabola in figura e (posto Pn = B e Hn = A) consideriamo le due sommatorie 

delle quali la seconda è uguale ad nAB (essendo HiLi = AB per i qualsiasi), men​tre per la prima, in virtù della (5) e del fatto che in questa i conse​guenti non variano al variare di i, vale la proporzione:
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da cui, moltiplicando per n sia AB che Q (VA), si ottiene
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che equivale alla proporzione:

la quale mostra che, per n tenden​te all'infinito, il rapporto tra tutte le linee del trilatero VAB da noi considerate e tutte le corrisponden​ti linee del rettangolo VABC è uguale a quello che c'è tra la som​ma dei quadrati delle ascisse dei punti considerati sulla parabola e la somma dei quadrati di altrettante di quelle linee (MiNi = VA per qualunque valore di i) che Cavalie​ri chiama le massime ascisse. 

Questo secondo rapporto è facile da determinarsi.  Infatti, se VA risul​ta suddiviso in n parti uguali la sommatoria
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risulta uguale alla 
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che a sua volta risulta, successivamente, uguale a
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Ed essendo, d'altro canto, la
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Il rapporto in questione, per n finito, è uguale a
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che diventa, per una nota formula algebrica
:
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tendente ad 1/3 per n tendente all'infinito.  A questa frazione, per la proprietà transitiva, è pertanto uguale il rapporto tra tutte le linee del trilatero VAB e del rettangolo VABC da noi prese in considerazio​ne. E in base al postulato di Cava​lieri è pure 1/3 il rapporto tra il tri​latero e il rettangolo stessi.  Il pro​cedimento fin qui seguito è uno svi​luppo relativamente fedele dello schema di dimostrazione indicato dallo stesso Cavalieri
.  Dico rela​tivamente fedele perché se ne dif​ferenzia alquanto nel procedimen​to di passaggio al limite che ci ha portato alla conclusione.  E la diffe​renza non è soltanto di natura for​male, in quanto esso, oltre a far le​va su un concetto (quello di limite per l'appunto) non familiare a Ca​valieri, si fonda sulla considerazio​ne dell'infinito potenziale per aggi​rare l'ostacolo, assai. insidioso, di un confronto diretto tra due infiniti at​tuali.

La scelta non sarebbe tuttavia cri​ticabile se al limite i due tipi di in​finito venissero a identificarsi, se, cioè, l'insieme delle linee da noi pre​so in considerazione nel trilatero VAB coincidesse, al limite, con «tut​te le linee» nel senso indicato da Ca​valieri.  Cosa che pare senz'altro da escludersi se si tiene conto del fat​to che noi abbiamo considerato so​lo punti della parabola di ascisse commensurabili col segmento VA, mentre «tutte le linee» della figura parallele all'asse della parabola so​no in corrispondenza biunivoca coi punti del segmento medesimo, il quale ( com'è noto ( è un insieme continuo.  La differenza non è di po​co, perché l'insieme da noi conside​rato è un insieme numerabile e non è esagerato definire abissale la dif​ferenza tra la potenza del numera​bile e quella del continuo
.

Ciò nonostante il nostro discorso resta valido per quanto attiene alla peculiarità del metodo di Cavalie​ri, la cui forza sta nel suo esclude​re le antinomie proprie della riso​luzione del continuo in una somma in senso proprio di elementi indivisibili, anche se grava su di esso la inesplicabilità della conservazione del rapporto nel salto di dimensio​ne (dalle grandezze lineari alle su​perfici e dagli indivisibili piani ai solidi visti come insiemi di essi).

Nella ratio di Cavalieri gli indivisibili non sono della stessa natura del​le figure e parti aliquote di esse, ma costituiscono insiemi di elementi di natura diversa (con una dimensione in meno) ad esse associati con un op​portuno criterio (da rispettare rigo​rosamente)
.  La loro funzione è meramente strumentale, quasi di modelli strutturali, essendo del tutto indifferente (almeno così la pensa Cavalieri) che esauriscano con la loro grandezza il continuo o ne siano sol​tanto contenuti.  L'importante è che si possono confrontare e il risultato di tale confronto è quello stesso che sancisce il rapporto tra le figure
.  La distinzione del metodo di Cava​lieri dai successivi procedimenti in​finitesimali è perciò netta
.  Il non tenerne conto equivarrebbe a fare un torto a Cavalieri stesso, il quale ritiene il suo metodo sicuro e infal​libile nella misura in cui esso venga applicato fedelmente.  Del che egli considera prova lampante la concor​danza delle sue conclusioni con quelle di Euclide, di Archimede e di al​tri nella dimostrazione del «più gran numero possibile delle cose che sono state dimostrate» proprio da costoro
; aggiungendo poi, nella polemica col Guldino, come «non si è notato che nulla di falso abbia tratto origine da questo netodo; né potrà trarre origine, se soltanto es​so verrà adoperato rettamente, cioè secondo le regole prescritte»
.

UN APPROCCIO SOMMESSO

CON L'INFORMATICA
(«Nuova  Secondaria»  –  N. 4/1994)

Non è più discutibile l'importanza dei procedimenti informatici nella didattica.  Senza dubbio rilevante può essere la loro adozione nell'insegnamento della matematica.  E ciò non in considerazione della natura tecnica della disciplina, ma per la possibilità che l'informatica offre di liberarne la didattica dalla routine operativa col trovare in essa un assai significativo campo di applicazione
Nel commento ai nuovi programmi per il biennio è previsto che l'atti​vità di laboratorio di informatica consi​sta in:

a) «analisi di problemi e loro soluzione informatica attraverso sia la costruzione di un programma e il controllo della sua esecuzione, sia l'utilizzo di programmi già disponibili e di software di utilità»; 

b) «esplorazioni e verifiche di proprietà matematiche, rappresentazioni grafiche e calcoli, come momenti costitutivi del processo di apprendimento della mate​matica e delle successive sistemazioni».

Personalmente sono convinto che i due obiettivi sopra indicati possono essere raggiunti anche nel contesto dei pro​grammi tradizionali.  Meglio se a prescin​dere da un dichiarato intento di fornire espressamente una istruzione specifica.

L'enfatizzazione dell'informatica, come materia di studio e come strumento ri​solutore di ogni problema didattico, ne ha reso l'adozione forse meno diffusa di quanto le potenzialità del sistema scola​stico, grazie anche alla facile reperibilità di strumenti operativi abbastanza idonei, avrebbe consentito. Il collegare, infatti, l'educazione informatica, anche al livel​lo minimo, necessariamente alla presen​za di un laboratorio perfettamente strut​turato e onnivalente sul piano operativo ha portato a non utilizzare abbastanza le opportunità, che in molti casi sarebbero state ben superiori alle effettive esigen​ze, offerte dal mercato degli elaboratori tascabili di ogni genere.  Tra questi si tro​vano, a poco prezzo, dispositivi capaci di coprire abundanter le possibilità di im​piego connesse ai vigenti programmi sco​lastici.  Con riferimento, per esempio, ai programmi del liceo classico, non ci vuo​le molto a trovare dei computer tascabi​li a cui demandare l'intero ventaglio dei procedimenti traducibili in programmi atti al loro impiego risolutivo.  A noi è ba​stato, infatti, un giocattolo dotato di una men che discreta calcolatrice scientifica per rendere automatica la risoluzione di un discreto numero di problemi, dai più semplici, quali la ricerca del massimo co​mune divisore e del minimo comune mul​tiplo di due numeri o la determinazione della somma di più frazioni, ai più com​plessi, quali la risoluzione dei triangoli e lo studio, con puntuale ricerca di mas​simi e minimi, delle funzioni di ogni ge​nere.  L'uso di strumenti non molto sofi​sticati se è riduttivo nel caso di un'istru​zione volta all'acquisizione di competen​ze professionali specifiche, a livello di in​formazione elementare può essere addi​rittura preferibile per i vantaggi sicuri che esso presenta: quello del basso costo eco​nomico e quello, didattico, legato al fat​to che impone la ricerca di adattamento dello strumento a situazioni diverse da quelle a cui sono direttamente destinate le sue prestazioni; il che mentre accresce l'abilità e la consapevolezza opera-tive, reca frutti non indifferenti sotto il pro​filo della preparazione coll'esigere un'ap​plicazione perspi-cace ed intelligente di basilari cono-scenze matematiche. Quan​to al linguaggio, pur riconoscendo l'im​portanza dell'adozione di quelli più avanzati, ritengo ancor sempre valido per i principianti il BASIC.
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Quello che ci sembra doversi mettere in evidenza è la possibilità di ricondurre le operazioni com-plesse ad altre elementa​ri e far notare, perciò, come il vero van​taggio offerto dai dispositivo elettronici consista nella rapidità di esecuzione, che consente di com-piere un enorme nume​ro di calcoli in un tempo irrilevante ri​spetto a quello richiesto per le stesse ope​razioni nel calcolo manuale o ese-guito con gli strumenti tradizionali.
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Un esempio in tal senso può essere il pro​gramma riguardante la potenza con espo​nente fraziona-rio (v.  Tab. 1).  In esso ri​sulta palese come l'estrazione di radice n-ma si ottenga in effetti con successive approssimazioni ottenu-te tramite eleva​zione a potenza n-ma di successioni nu​meriche considerate in intervalli via via più ridotti.  Si fa vedere, in altri termi-ni, come il computer segua fedel-mente l'or​dinario procedimento elementare, che nel calcolo manua-le è improponibile, benché concet-tualmente semplice, per l'eccessi​va lunghezza (ecco allora l'opportunità del ricorso all'ausilio delle tavole loga​ritmiche), mentre nel computer diventa quasi banale in virtù della grande rapi​dità operativa di esso.

Sottolineare questo mi sembra didattica​mente significativo, perché così viene a cadere l'opinione che i computer siano macchine magiche e non ( come è più opportuno che si sappia ( elaboratori estremamente rapidi.  Perciò abbiamo cercato di mettere in evidenza, nella for​ma più piana ed elementare, come il so​lo uso dell'operazione di moltiplicazio​ne consenta il calcolo delle potenze di esponente qualsiasi (intero o razionale, positivo o negativo).  E perciò abbiamo fatto ricorso sistematico alla subroutine, accettando un consistente allungamento del tempo di esecuzione, per la determi​nazione della potenza n-ma di ciascun termine di ogni successione.
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Il programma da noi proposto può esse​re considerato assai imperfetto sotto il profilo della tecnica informatica.  Di ciò siamo disposti a prendere atto.  Ci sem​bra tuttavia abbastanza valido, oltre che per la ragione sopra specificata, anche perché certamente efficace per una spie​gazione puntuale e concretamente fonda​ta dei teoremi sulle potenze con esponen​te razionale, solitamente affidata all'im​maginazione e perciò non sempre ben re​cepita dagli alunni di media o modesta cultura matematica
.

Del pari validi ci sembrano gli accorgi​menti operativi volti a valorizzare alcu​ne elementari regole algebriche la cui ignoranza è tanto diffusa quanto la lo-ro conoscenza sembra scontata.  Mi riferi​sco, per esempio, all'accorgimen-to adot​tato per comunicare alla mac-china il cri​terio di distinzione di due numeri discordi tramite la relazione d'ordine tra la som​ma e la differenza di siffatte coppie numeriche
.

Conoscenze matematiche
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Delle tre tabelle allegate a questa no​ta, il programma dove meglio ci sembra di aver messo in evidenza il va​lore e l'importanza delle conoscenze ma​tematiche per un sicuro dominio dello strumento di calcolo automatico è quel​lo riguardante la determinazione dell'ar​co di seno assegnato (v.  Tab. II).  Esso è istruttivo anche per un corretto uso del​le tavole trigonometriche.  Di proposito abbiamo adottato, infatti, l'iter di ricer​ca consueto nell'uso delle tavole, com​presa la cosiddetta riduzione al primo ot​tante della circonferenza go-niometrica, ossia la determinazione delle funzioni an​golari e delle loro inverse nell'intervallo tra zero e 45°.
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La parte più significativa del program​ma è quella riferentesi alla interpolazio​ne lineare, soprattutto nel correttivo volto ad affinare l'approssimazione del risultato, resosi necessario stante il no​tevole scarto di questo dal valore esat​to in un intervallo di riferimento di un grado.  Tale correttivo, che ci ha consen​tito di portare il giocattolo da noi ado​perato al limite di precisione di una cal​colatrice scientifica, se da un lato ha contribuito ad illustrare meglio il pro​cedimento di interpolazione lineare, è valso altresì a mettere in evidenza una applicazione intelligente e significativa delle relazioni tra gli elementi di un triangolo rettangolo.

Eccone, in brevissima sintesi, le conside​razioni essenziali. Indicati con X1 e X2 gli estremi dell'intervallo di un grado a cui deve appartenere il valore di X cer​cato, si fa notare che l'interpolazione lineare comporta, nel corrispondente rife​rimento cartesiano (v.  Fig. 1), l'assunzio​ne del punto F' di ordinata M (nel lin​guaggio del nostro programma scelto per indicare il seno dell'angolo cercato) del​la corda AB invece di quello (F) di uguale ordinata sull'arco AB del diagramma della funzione Y=SENX; la qualcosa equivale ad una maggiorazione del risul​tato di una quantità uguale alla misura della lunghezza del segmento FF' = GG'.  Tale quantità, che indichiamo con W, va tolta dal valore di H già trovato.

La correzione viene fatta considerando ( come è possibile, dato che si può rite​nere, con buona approssimazione, FL parallela ad AB ( l'angolo LFF' ugua​le all'angolo BAK.  Ne deriva W = FF' = F'L/tga.  E siccome F'L = SIN(X I + H) ( M e tga=BK/AK=(Y2-YI)/(X2-XI) = D/1 =D, sostituendo si ha:

W=(SIN(X1+H) (M)/D e poi H=H-W (nel linguaggio del computer).  Come ai nn. 130 e 140 del programma (v.  Tab.  Il).
L'obiezione più ovvia che si può elevare a un programma come il nostro è quella della sua inutilità, dato che nessuna cal​colatrice scientifica (che non sia quella dello strumento da noi adoperato) è pri​va di pulsanti atti alla determinazione delle funzioni inverse di quelle goniome​triche.  Ed è anche una obiezione inop​pugnabile.  Ma essa, oltre a sminuire il pregio dell'originalità (didatticamente sempre positiva, anche nelle piccole co​se), trascurerebbe di considerare lo spi​rito con cui da parte nostra si è voluto instaurare un approccio il più possibile naturale e spontaneo con l'informatica; senza pregiudizi e neppure con trionfali​smo.  E questo in un ambito (quello del​l'ordinamento scolastico vigente al liceo classico) in cui è già abbastanza proble​matica la trattazione dei contenuti cur​ricolari.

Non diciamo questo per attribuirci dei meriti.  Ma per far risaltare la negatività del misoneismo, come la posizione steri​le di chi, in attesa di un cambiamento ra​dicale, si ostina a tenere fuori dall'ordi​naria prassi scolastica strumenti e tecniche ormai entrati nell'uso corrente, la cui adozione didattica si legittima quanto meno con l'opportunità di evitare abusi selvaggi e controproducenti.
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Fuori della scuola tali abusi non sono evi​tabili; anche perché indotti e incentivati da ragioni di mercato non sempre colli​manti con le reali esigenze educative ri​conducibili all'uso degli elaboratori elet​tronici.  È della scuola il compito di scru​tarne le potenzialità, connetten-dole alla sua peculiare funzione, e di metterne in evidenza i limiti operativi.

Con tale intento si è voluto elaborare un programma per la ricerca del minimo di una funzione (v.  Tab.  III), prescinden​do dalle possibilità offerte a riguardo dal​le calcolatrici programma-bili e ignoran​do di proposito i software ad hoc.
Un problema di minimo
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Ci è parso didatticamente più effica​ce mettere in evidenza come un ela​boratore piuttosto modesto avesse in sé la potenzialità di risolvere un problema in certa misura esorbitante dai nostri obiettivi didattici con una programma​zione di livello molto elementare e cer​tamente alla portata di un alunno del biennio (tradizionale) del liceo classico.  Il programma riguarda specificamente la determina-zione della velocità a cui cor​risponde il massimo flusso automobili​stico (ossia il minimo tempo intercorrente tra i passaggi di due automobili succes​sive) in regime di sicurezza.  Esso è però utilizzabile, con gli opportuni input, per lo studio dei minimi e dei massimi di fun​zioni qualsiasi.

Anche qui abbiamo sfruttato l'accorgi​mento del confronto tra i valori assoluti della somma e della differenza per distin​guere il caso della discordanza di segno tra i termini di una coppia di numeri re​lativi.  Acquisita la conoscenza di tre va​lori consecutivi della funzione in istudio (corrispondenti a tre successivi valori della variabile indipendente distanziati da uno «step» via via minore) se ne deter​minano le differenze D1, tra il secondo e il primo, e D2, tra il terzo e il secondo.  Di questi due numeri si determinano quindi la somma e la differenza e si adot​ta il criterio considerato sopra in relazio​ne al fatto che in prossimità del minimo, per un valore opportuno di H, deve es​sere (le eccezioni nel nostro contesto pos​sono considerarsi irrilevanti) DI <O e D2 > 0.

Il programma tra i suoi difetti (e non escludiamo che ne abbia parecchi) ha cer​tamente anche quello di apparire sempli​cistico.  Esso ha tuttavia il pregio, a no​stro avviso, di facilitare l'approccio col computer con quel pizzico di saggezza che corrisponde a fidare soprattutto nella propria capacità di saperlo gestire con in​telligenza, perché risulta evidente come la competenza e la capacità dell'opera​tore possono notevolmente aumentarne e migliorarne le prestazioni.

Una via come quella da noi tracciata, lungi dal suscitare diffidenze o alimen​tare eccessi di fiducia, porta, a nostro modesto parere, da un lato a considera​re con interesse le opportunità offerte dallo strumento informatico riguardo ai procedimenti ripetitivi, la cui esecuzione aggiunge poco o nulla in termini di ca​pacità intellettuali e di abilità operative, e dall'altro a ribadire la superiorità del​la mente umana su qualsiasi macchina, anche di quelle cosiddette intelligenti.  Di Conseguenza ne risulta esaltato il valore formativo della matematica, giacché è proprio a questa disciplina che si connet​te il potere della mente di dominare e di gestire con abilità e intelligenza i moder​ni elaboratori elettronici.

FUNZIONE ESPONENZIALE

ED ALGEBRA ELEMENTARE
(«Nuova Secondaria»  –  N. 10/1995)

Ridurre l'algebra a meccanica routine operativa, o cogliere, piuttosto, l'evoluzione concettuale che accompagnai i successivi gradi di astrazione e di generalizzazione?  Non c’è, dubbio che questa seconda sia la via preferibile.  E in essa la funzione esponenziale si pone insieme come meta didattica riguardo all’informazione scientifica, e come sintesi culturale corposa ed ardita.
Tra i termini matematici venuti ad ar​ricchire la lingua corrente c'è, con uso sempre più frequente, l'aggettivo «esponenziale».  Non è raro, infatti, seri​tir dire che un certo fenomeno abbia un andamento esponenziale, magari col so​lo scopo di alludere alla rapidità di cre​scita (o decrescita) della grandezza carat​teristica del fenomeno in argomento.  Chi parla non è sfiorato dal dubbio di es​sere frainteso.  Tanto il termine è diven​tato consueto, acquisendo una valenza semantica ben atta alla comunicazione, pur nella sua genericità, che trascende ta​lora i limiti della stretta pertinenza e del rigore formale.  Al contrario, ha minore probabilità di essere capito colui che pen​si di facilitare la comprensione del suo discorso col dire che la funzione di che trattasi varia in termini di progressione geometrica quando variano in progres​sione aritmetica i corrispondenti termini della variabile indipendente.

Il fatto è che la caratteristica propria del​la funzione esponenziale esige un mini​mo di iniziazione perché la si riesca a cogliere con chiarezza.  Occorre, infatti, più di una sommaria infarinatura dell'alge​bra delle potenze di esponente reale qual​siasi; il che è come dire che bisogna ave​re assimilato abbastanza i contenuti di un corso di algebra liceale.

Nel perseguire l'obiettivo di cogliere l'e​voluzione concettuale che accompagna i successivi gradi di astrazione e di gene​ralizzazione non va sottovalutato, in as​senza di strumenti analitici adeguati, il rischio di una trattazione approssimati​va di taluni argomenti.  Essi richiedono, invece, perché il discorso non risulti fuor​viante, proprietà di lessico e rigore for​male senza pecche.  E però un rischio, questo, che vale la pena di correre se il corrispettivo riguarda un po' di luce su una conquista della mente oscurata al​quanto dalla tradizionale prassi didattica, che la relegava in passato al ruolo me​ramente strumentale di espediente atto a facilitare il calcolo numerico mediante l'ausilio dei logaritmi.

In una trattazione come quella che andremo a proporre si è agevolati oggi dalla tendenza, giustamente in voga, di dare un certo spazio allo studio delle funzioni in relazione al significato che queste assumono come leggi matematiche atte ad esprimere sinteticamente, soprattut​to in forma grafica, l'andamento di sva​riati processi naturali e di rilevanti feno​meni socio–economici.  In siffatto ordine di idee è quasi spontaneo assumere co​me paradigma della funzione esponenzia​le la legge di capitalizzazione ad interes​se composto con frequenza illimitata.  La quale legge sarà anche il riferimento esemplificativo del nostro discorso.
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Legge di capitalizzazione

Indicando con k il tasso d'interesse C e con f la frequenza della capitalizza​zione, il montante ( come è risaputo  (  ​è dato dalla formula:
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                             (1)

Per f abbastanza grande si può porre, senza commettere grave errore,  EQ \F(k;f)  =   EQ \F(1;n) ,    dove con  n si indica il più grande dei nu​meri naturali minori di  EQ \F(f;k) .
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Di conseguenza la (1) diventa:

che si può scrivere nella forma:
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(2)
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Quando si suppone illimitata la frequen​za di conversione, il montante al tempo t è dato dalla formula che si ottiene dal​la (2) sostituendo all'espressione dentro parentesi quadra quello che suole chia​marsi il limite
 per n tendente ad infinito di                          

Il calcolo di tale limite (famosissimo) esorbita dal programma di alcune scuo​le secondarie superiori (ad es., dal liceo classico). Ma data la sua importanza, è quantomeno opportuno abbozzare un procedimento che porti alla individuazio​ne, per via elementare
, dei numeri na​turali consecutivi rispettivamente mino​re e maggiore di esso.  Così come deve ri​tenersi rispondente a una non trascura​bile esigenza didattica scrutare il signifi​cato di un numero tanto presente negli effetti pratici, qual è per appunto il nu​mero e, quanto recondito e misterioso, nella sua essenza concettuale, a buona parte degli studenti.

Connotato, dunque, con la lettera e il numero corrispondente al limite anzidetto, la (2) al limite, ossia nell'ipotesi della fre​quenza di conversione illimitata, diventa:




C=C0 ekt                      

           (3)

 La formula acquisita può essere facil​mente riprodotta nel caso di una qualun​que funzione per la quale risulti:




Δy =  kyΔx



(4)

Se si considerano, infatti, gli incrementi della variabile indipendente tutti uguali tra di loro e ciascuno uguale al sottomul​tiplo secondo f dell'unità di misura di essa, la (4), essendo Δx =  EQ \F(1;f)  , diventa:




Δy = ky EQ \F(1;f)  =  EQ \F(k;f) y

Per f abbastanza grande, tanto da potersi considerare insignificante la variazione della funzione in Δx, per i variabile da 1 ad f, avremo:




 yi  ( yi-1 =   EQ \F(k;f) yi-1;

da cui discende



 yi  =  yi-1(1 +  EQ \F(k;f) );

e conseguentemente l’(f + 1)-mo termine della così costituita progressione geometrica, di ragione q = (1 +  EQ \F(k;f) ) il quale è anche il valore della funzione per x = 1, sarà:





y(1) = yf  = yo(1 +  EQ \F(k;f) )f .




Per x ≠ 1, lo stesso procedimento, essendo fx il numero degli intervallini corri​spondenti alla suddivisione considerata, risulterà:




y(x)  = yo(1 +  EQ \F(k;f) )f
x

(1’)

Ripetendo, per f abbastanza grande, la sostituzione di  EQ \F(k;f)  con il reciproco del più grande dei numeri naturali minori di   EQ \F(f;k)   (  EQ \F(k;f) = \F(1;n) ) si ottiene l'uguaglianza:





y(x) = yo[(1+  EQ \F(1;n) )n]kx
               (2’)

Il passaggio al limite (per n, come si usa dire, tendente all'infinito) porta alla re​lazione

y  =    yoekx.

               (3’)

Analoga trattazione, salvo un opportuno cambiamento di variabile, si può fare per la funzione (decrescente) caratterizzata dalla relazione

Δy = ( kyΔx. 


   (4’)
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Ponendo, infatti, z =  EQ\F(1;y)  EQ \F(1;y) , e quindi: y =  EQ \F(1;z) , con facili operazioni
 si deduce:
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Sostituendo nella (4'), si ha:

che equivale a 

                                                   Δz =  kzΔx. 

La z è dunque legata alla x dalla relazione





z = zoekx

e conseguentemente risulta:
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Un esempio, didatticamente interessante, di funzione del genere è quella che lega la pressione atmosferica all'altitudine. Risulta infatti, per la legge di Stevin Δp = (ρgΔh; ed essendo ρ direttamente proporzionale alla pressione, dato che l'aria può ritenersi con buona approssimazione un gas perfetto, la precedente uguaglianza si traduce in





Δp = (kpΔh,
dove la costante k sintetizza i fattori che ineriscono alla massa delle molecole, alla temperatura, a g e ad R (costante caratteristica dei gas).

La relazione tra pressione atmosferica altitudine è dunque:





p = poe-kh                     

(5)

Questa ci consente di determinare la pressione a qualunque quota.  L'unico problema (se così possiamo chiamarlo) è quello di conoscere, con sufficiente esattezza, il valore di k.
Funzione esponenziale
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La funzione esponenziale per eccellenza è, dunque y =Aekx.  Essa non è ovviamente l'unica, potendosi far variare a piacimento la base. È però quella a cui «naturalmente» è riconducibile la relazione tra due grandezze quando una di esse (y) risulta legata all'altra (x) dal​la relazione (4).

Un dato di rilevante importanza è la pos​sibilità di mutare la base di una funzio​ne esponenziale, y = ax senza alterarne l'andamento.  Infatti, se z è l'esponente da dare a b (≠ 0 e 1) per ottenere a (espo​nente che esiste ed è unico nel campo dei numeri reali) si ha:

  



Y = ax =  (bz)x 

Ma c'è di più.  Basta conoscere i valori dell’inversa di una sola funzione espo​nenziale per poter cambiare a piacimento la base di qualunque altra funzione del genere.

Assumiamo come base standard il nume​ro 10, il quale offre notevoli vantaggi in virtù del suo ruolo nell'ordinario siste​ma di numerazione (in base 10 per l'ap​punto).  Siano r ed s i numeri reali per cui risultino verificate, rispettivamente, le uguaglianze 10r = a e 10s = b
. Se è bz = a risu1ta conseguentemente verifi​cata l'uguaglianza (10s)z = 10r e quindi:
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sz = r, ossia è z =  EQ \f(r;s)  . Conseguentemente la funzione data assume la forma:

La possibilità di tradurre una funzione esponenziale in un'altra di base diversa consente notevoli vantaggi pratici. Ne ci​tiamo uno: dare, per esempio, risposta immediata alla domanda sul tempo di duplicazione (o di n-plicazione) di una grandezza legata esponenzialmente al tempo.  Basta scegliere b = 2(n).  Così la funzione y = Cakx diventa  
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 EQ\F(r;s) do​ve r ed s sono gli esponenti da dare a 10 per ottenere, rispettivamente, a e 2. La risposta alla domanda è la soluzione dell'equazione k EQ \F(r;s) x = 1, ossia x =  EQ \F(s;kr) .
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Tornando all'esempio riguardante la va​riazione della pressione atmosferica con l'altitudine, l'applicazione del procedi​mento anzidetto consente di trasforma​re la (5) nella formula

la quale può anche scriversi nella forma:

[image: image55.wmf];

0

0

h

T

T

V

V

÷

ø

ö

ç

è

æ

=


dove con H si intende l'altezza (circa 5500m) alla quale la misura della pres​sione è uguale a metà del suo valore a li​vello del mare.  Quest'ultima formula dà maggiore attendibilità al calcolo, giacché il dato sperimentale che vi figura riduce l'imprecisione inevitabile nella determi​nazione (su base teorica) di k.
Osservazioni metodologiche
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La trattazione precedente, benché ra​pida e un po' semplicistica dovreb​be giustificare abbastanza la denomina​zione di base naturale data al numero e mettendone in luce il signifi-cato autenti​co. Significato che resta solita-mente in ombra (mi riferisco ovviamente alle scuo​le ad indirizzo non spiccatamente scien​tifico) stante che tale denominazione è ri​ferita al numero e come base logaritmi​ca. Cosa, questa, affatto corretta, essendo la funzione logaritmica nient'altro che la funzione inversa di quella esponenzia​le, dalla quale, ferma restando la base, discende con un interscambio tra domi​nio e codominio; ma un tantino fuor​viante, soprattutto perché resta alquan​to misteriosa la scelta di un numero tan​to difficilmente attingibile, con un pas​saggio al limite piuttosto problematico nell'algebra elementare, come base natu​rale dei logaritmi, mentre tutto il calco​lo logaritmico fa apparire come base non solo più opportuna, ma per certi versi im​prescindibile, il numero 10.

Una adeguata considerazione didattica merita l'isomorfismo indotto dalla funzione esponenziale tra il gruppo additivo dei reali e quello moltiplicativo dei reali positivi.  In questa sede ci limitiamo a sottolineare lievemente l'inopportuni​tà della prassi che ne lascia apprezzare solo gli effetti pratici nel senso inverso e per di più indirettamente, attraverso cosiddetti teoremi sui logaritmi, che sembrano destinati a fungere da regole pra​tiche.

Un tempo la vasta e consueta applicazio​ne dei logaritmi nel calcolo numerico po​teva giustificare qualche sacrificio con​cettuale all'esaltazione della loro utilità pratica.  Adesso le calcolatrici hanno ri​dimensionato parecchio l'utilità del cal​colo logaritmico.  Restano però indiscu​tibili le ragioni (teoriche e pratiche) di un'adeguata trattazione della funzione logaritmica anche in un corso di algebra elementare.  E lo sono ancor più se esse corrispondono a quelle di una trattazio​ne unitaria della funzione esponenziale e della sua inversa, in cui risalti, come sintesi concettuale, senza perciò perdere la sua notevole importanza applicativa, l'anzidetto isomorfismo, visto global​mente, pur nella differenziazione dei sen​si in cui esso si esplica, come corrispon​denza biunivoca tra particolari (fonda​mentali nella specie) strutture algebriche.

L'efficacia operativa della funzione espo​nenziale ha nelle scienze sperimentali un vasto campo di applicazione.  Un esem​pio è offerto anche dalla possibilità di ri​cavare le formule riguardanti il compor​tamento dei gas perfetti nelle trasforma​zioni adiabatiche.  Formule, queste, di notevole rilevanza didattica nella deter​minazione del rendimento di una macchi​na termica reversibile (come quella di Carnot per l'appunto) in funzione delle temperature delle sorgenti con le quali es​sa scambia calore.

La relativa pesantezza del procedimento ci fa ritenere inopportuno illustrarlo in questa sede.  Qui ci basta ribadire anche l'utilità pratica di una trattazione sistematica della funzione esponenziale nei corsi di algebra.  Problemi come quello sopra ricordato e altri su cui non è pos​sibile sorvolare (valga per tutti quello ri​guardante il decadimento radioattivo) non possono trovare, infatti, adeguata trattazione senza il supporto di una con​grua base di conoscenze matematiche; le quali non possono essere surrogate dalle poche nozioni ad hoc reperibili nei testi scolastici di fisica.  Queste sono, infatti, talora raffazzonate e rimandano neces​sariamente, anche nei casi migliori, a conoscenze che le completino o ne rappre​sentino indispensabili premesse.

Ove non sia previsto uno specifico corso di analisi matematica, qualcosa di più di un insipido surrogato delle nozioni essen​ziali può essere fornito da un corso di al​gebra organico e ben denso di contenu​to concettuale.  Nel quale ambito è scon​tato un posto di rilievo alla funzione esponenziale nei suoi più significativi aspetti e alle sue applicazioni pratiche.

SEMPLIFICAZIONI
ALGORITMICHE
MEDIANTE
LA
FUNZIONE
ESPONENZIALE
[Didattica delle scienze – N. 190(1997)]

La funzione esponenziale e la sua inversa (detta logaritmica) svolgono un ruolo di primo piano nelle applicazioni della matematica.  I fenomeni di accrescimento (o decremento) continuo, quando il rapporto incrementale risulta proporzionale, per ogni valore della variabile indipendente, alla grandezza in esame, trovano nella prima la forma matematica atta a prevederne e quindi a controllarne, ove possibile, l'andamento.
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l. Dell'importanza pratica della funzione esponenziale e quindi della necessità che essa abbia un posto di rilievo nell'algebra ele​mentare, in modo che se ne dia una congrua trattazione anche nelle scuole secondarie di indiriz​zo non spiccatamente scientifico, ci siamo occupati in una prece​dente nota su «Nuova Seconda​ria» (n. 10/1995).  Qui intendiamo mettere in risalto l'utilità della sua applicazione ad alcune que​stioni di fisica di notevole peso didattico, per le quali ci sembra as​sai poco limitarsi, nel trattarne, alla mera citazione delle corri​spondenti formule conclusive senza alcuna spiegazione sul pro​cedimento seguito per ottenerle.  L’essenza concettuale della nota citata si conchiude nella possi​bilità di tradurre esplicitamente nella relazione y = yekx ogni funzione per la quale si abbia Δy = kyΔx, ossia il rapporto

Ogni persona competente sa bene a quale equazione differenziale sia riconducibile una relazione del genere e quanto facile ne sia la ri​soluzione in un corso di analisi matematica.

Lo stesso non può dirsi di chi non abbia una cultura matematica esorbitante dall'algebra elemen​tare. Nei confronti di costui ci sono due possibili atteggiamenti di​dattici: o precludergli ogni possi​bilità di acquisizione deduttiva del risultato discendente da una situazione del genere sopra consi​derato; oppure imbastire un pro​cedimento ad hoc per consentirgli di ricondurre a un comune sche​ma formale, rinunciando ad ogni pretesa di rigore, una ricca va​rietà di situazioni reali, qual è per l'appunto quella riconducibile al​l'andamento della funzione espo​nenziale.

Questa seconda via è insieme ar​dua e rischiosa. Ardua perché ri​sulta estremamente difficile trat​tare surrettiziamente di analisi infinitesimale prescindendo dalla nozione di limite.  Rischiosa, pro​prio perché può essere fuorviante introdurre in modo approssimati​vo concetti delicatissimi, quali so​no quello di infinitesimo e quello di limite.

2. Consapevoli di tale rischio, nel​la nota citata abbiamo rinunciato anche al simbolismo proprio del​l'analisi infinitesimale, ricorrendo perciò al simbolo incrementale caratteristico degli incrementi fi​niti (Δy e Δx) e sottolineando l'a​dozione impropria (solo come mo​do di dire) del termine «limite» nei pochi casi in cui lo si è adotta​to per ragioni di opportunità di​scorsiva.

In tale nota il procedimento si giova anche della semplificazione consistente nel considerare Δx uguale a un sottomultiplo (secon​do il numero naturale m, per fis​sare le idee) dell'unità di misura della variabile x.
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Così, la corrispondente successio​ne dei valori di y è la progressio​ne geometrica, di ragione q = (1+ EQ \F(k;m) ):

in cui il termine y(x) è uguale a yo(1+ EQ \f(k;m) )mx.
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Posto poi  EQ \f(m;k)  = n, se è n ≤  EQ \f(m;k) ≤ n + 1, si ottiene

che per n tendente ( come si usa dire ( all'infinito ha come limite





 y = yoekx



(1)

Formula, questa, la cui acquisi​zione ha anche il pregio di rende​re conto del significato del nume​ro e, la cui essenza, come base na​turale dei logaritmi, è poco illu​strata.  Tanto che esso sembra soltanto un concorrente piuttosto scomodo del numero 10, dato l'e​sclusivo impiego dei logaritmi de​cimali nel calcolo numerico.

3. Un esempio della efficacia ope​rativa della funzione esponenzia​le è offerto dalla possibilità di ri​cavare, con riferimento ad essa, le formule riguardanti il compor​tamento dei gas perfetti nelle trasformazioni adiabatiche.  Si tratta di una questione di notevo​le importanza didattica; ed è per​ciò comunque positivo il poterla svolgere con un procedimento al​gebrico accessibile benché for​malmente imperfetto.

Come insegna il primo principio della termodinamica, se si indica​no con W e U, rispettivamente, il lavoro compiuto da un sistema e la sua energia interna, in una tra​sformazione adiabatica vale la re​lazione

ΔW  =  (ΔU



(2)

La quale può essere sostituita (nel caso di una trasformazione estremamente piccola), con un er​rore tanto minore quanto minore è la variazione di volume conside​rata, dalla seguente:





  PΔV =  (cvΔT;
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da cui, tenendo conto dell'equazio​ne caratteristica dei gas perfetti, pV = nRT, si ha (per n = 1):

Introduciamo, al fine di semplifi​care il calcolo, la variabile ausilia​re t con la condizione che risulti
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e poniamo cv/R  = h. In conseguenza la (3) diventa:




ΔV = ( hVΔt.
Relazione, questa, che indica co​me V sia legata a t dalla formula





V= Voe-–ht



(5)

D'altra parte, dalla relazione (4) discende ΔT = TΔt, che si tradu​ce nella seguente:





T = Toet.               


(6)
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Ricavando et da quest'ultima e so​stituendo nella (5), si ottiene:

ossia 
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e quindi:





VTh= VoToh.              


 (7)

Tenuto conto del fatto che abbiamo posto h = cv/R e che risulta R/cv = γ - 1, quando si pone uguale a γ il rapporto tra il calore molare a pressione costante (cp) e quello a volume costante (cv), la ugua​glianza (7), elevandone entrambi i membri all'esponente R/cv e sostituendo a T e To le corrispondenti espressioni desunte dall'equazio​ne caratteristica, si traduce in

pVγ = poVoγ



   (8)
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ossia in pVγ = costante; che è la forma più consueta per indicare la legge delle trasformazioni adiabatiche dei gas perfetti.

4.  È di notevole importanza nelle applicazioni (la sua misura equi​vale, per esempio, al lavoro di un gas perfetto in una trasformazio​ne isoterma) l'area sotto un arco di iperbole equilatera di equazione y =  EQ \f(h;x)  .

Un elemento di tale area di base Δx è approssimativamente (per difetto) uguale all'area di un ret​tangolino della stessa base e di al​tezza uguale al segmento la cui misura corrisponde al valore del​la funzione nel primo estremo dell'intervallo Δx medesimo (v. fig. 1):



           ΔS = yΔx
Onde Δx = ΔS/y.

Sostituendo in quest'ultima  EQ \f(h;x)  ad y, si ottiene: 





Δx =  EQ \f(1;h) xΔS

la quale dice che ove si operi una suddivisione dell'area in parti uguali, l'incremento dell'ascissa corrispondente a ciascuna di que​ste è direttamente proporzionale al valore di essa precedente l'in​cremento.

Ci troviamo di fronte, in altri termini, a un caso di accrescimento continuo regolato dalla funzione esponenziale.  E quindi, con riferi​mento all'ascissa dell'estremo dell'arco delimitante l'area S, possiamo scrivere:

[image: image66.png]



[image: image67.wmf])

'

3

(

2

1

1

å

=

-

=

n

i

i

i

n

A

A

d

S

p

Questa
equivale a

[image: image68.wmf])

3

(

)

2

(

1

1

i

i

i

n

i

n

A

A

OM

S

-

=

å

=

p

Ossia a

che è la nota formula dell'integrale della funzione y =  EQ \f(h;x)  definito nell'intervallo (xo, x). 
Il procedimento sopra esposto è tra quelli che più si legittimano, malgrado le deroghe al rigore formale, in corrispondenza alla possibilità di dare giustificazione razionale di passaggi ineludibili, perché concettualmente essen​ziali, del corso di fisica.  Il dato conclusivo è infatti essenziale nella determinazione del rendi​mento delle macchine termiche reversibili con riferimento al noto ciclo di due isoterme e due adia​batiche, nel quale assumono ruolo preminente le trasformazioni iso​termiche e il lavoro scambiato dal sistema durante il loro svolgi​mento.

L’arco delle applicazioni (tutte importanti) non si ferma agli esempi qui riportati.  Ragione per cui si rende certamente opportu​no dare alla funzione esponenzia​le un peso, teorico e pratico, in ogni caso non molto inferiore a quello dato alle funzioni tradizio​nalmente ritenute più familiari.

Infinitesimi e indivisibili

nella risoluzione del continuo



        [«Nuova Secondaria»   –  N. 7/2003, pp. 84–87]
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1. Le questioni che di seguito illustreremo non corrispondono a problemi attualmente aperti. Con la nostra proposta non pensiamo, pertanto, di portare un contributo significativo alla loro risoluzione. 

Il nostro intento è puramente didattico: di ribadire, con esempi notevoli, anche se non sempre abbastanza noti, la problematicità della determinazione delle aree di superfici piane a contorno curvilineo; problematicità che è presente in assoluto, ma soprattutto quando non si disponga di adeguanti strumenti analitici,  come è in quelle scuole dove non è possibile una adeguata trattazione del calcolo differenziale e integrale.

D’altra parte, non è certo un buon risultato che si possa uscire da una scuola secondaria di secondo grado senza aver mai esplorato alcun ambito dell’analisi matematica o senza avere mai avuto occasione di praticare, con consapevolezza (perché in pratica tali procedimenti sono abbastanza consueti), qualche procedimento di calcolo di passaggio al limite. E ciò anche dal punto di vista meramente culturale, perché non può avere spessore una cultura generale che manchi di quei punti di riferimento concettuali propri di discipline che hanno avuto un peso così determinante, come la matematica per l’appunto, nell’evoluzione del pensiero scientifico e filosofico.

Di seguito tratteremo il problema della determinazione dell’area della superficie sotto un arco di cicloide, mettendo in evidenza lo stretto legame con quello relativo all’area sotto un arco di sinusoide.

Le ragioni sono due: dare un esempio di calcolo integrale, che corrisponde anche a una intelligente applicazione di note formule trigonometriche, solitamente utilizzate quasi esclusivamente nella risoluzione di particolari equazioni, e operare un confronto tra il metodo proprio del calcolo integrale e quello degli indivisibili, con l’intento precipuo di far risaltare la sostanziale differenza tra le entità elementari tipiche di ciascuno dei due metodi. 

3. Area della superficie sotto un arco di sinusoide
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Cominciamo col considerare un archetto CD (v. fig. 1) di sinusoide (nella figura abbastanza lungo per esigenze grafiche), la sua proiezione AB sull’asse delle ascisse e il punto M la cui proiezione, di ascissa xo, sia il punto medio di AB. Posto AB = 2h, le ascisse di C e di D saranno, rispettivamente, xo – h e xo + h. Sia t la retta tangente alla curva nel punto M. Indicati con H e K le intersezioni di essa con le rette AC e BD rispettivamente, l’area del trapezio ABKH, che indichiamo con (S, è:

(S  =  2hsenxo



(1)

Supposto l’archetto CD abbastanza piccolo per confondersi col segmento di tangente HK, tale area può equipararsi con buona approssimazione, tanto migliore quanto minore è considerato il segmento AB e quindi la lunghezza h della sua metà, all’area del trapezoide ABDC.

Sotto la medesima condizione, tenuto conto del fatto che senx tende a zero al tendere allo zero dell’argomento, con la condizione che tende contemporaneamente ad 1 il rapporto  EQ \F(senx;x) , onde le due quantità tendono ad identificarsi, nell’ipotesi considerata può sostituirsi ad h il senh. Così avremo:



 (S  =  2senhsenxo;

la quale uguaglianza, in conseguenza delle formule di Werner, diventa:



(S  =  cos(xo – h)  –  cos(xo + h)

  (2).

Formula, questa, che esprime come l’area sotto un archetto di sinusoide sia equiparabile, nelle condizioni sopra considerate, alla differenza dei coseni delle ascisse dei suoi estremi.
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Premesso quanto sopra, si può determinare l’area della superficie sotto un arco si sinusoide in un qualsiasi intervallo (a, b) finito (v. Fig. 2). 
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A tal proposito si divide l’intervallo considerato in n parti uguali di lunghezza h  =   EQ \F(b – a;n)  mediante n – 1 punti di ascisse x1, x2, …, xn-1 e corrispondentemente la superficie sotto l’arco di sinusoide considerato in n piccoli trapezoidi ottenuti tracciando per i punti di divisione le parallele all’asse delle y.

Per il postulato della divisibilità, comunque piccolo si consideri un segmento di lunghezza d, è sempre possibile far sì che, per un opportuno valore di n, risulti h < d. Se d è, quindi, tale che per h < d l’area del generico trapezio elementare, (iS, possa considerarsi abbastanza prossima a cosxi-1 – cosxi ed è n* il minimo valore di n per cui tale condizione risulti verificata, per ogni n > n* l’area dell’intera superficie considerata è assimilabile, senza apprezzabile errore, alla somma

S  =  (cosa – cosx1) + (cosx1 – cosx2) +  …  + (cosxn-1 – cosb), 

ove il segno di uguaglianza corrisponde al limite, come usa dirsi, per n tendente all’infinito, quando l’area di ciascuno dei trapezoidi elementari, che è un infinitesimo, ossia una quantità che può considerarsi minore di qualsiasi quantità arbitrariamente piccola, è esprimibile mediante la formula (2). Da essa, applicando le note proprietà formali della addizione, si ottiene:



S  =  cosa – cosb



(3)

Il risultato qui ottenuto, importante in sé, può risultare utile ai fini della risoluzione del problema che andiamo a trattare nel prossimo paragrafo.

Area sotto un arco di cicloide tra due cuspidi
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Diamo per scontata la conoscenza della cicloide. Nella figura 3 A) ne consideriamo un arco, PB, (che chiamiamo semicicloide) corrispondente a mezzo giro della circonferenza, col punto P che passa dalla posizione di vertice alla linea (AB) di base. E’ facile constatare come il problema di determinare l’area della superficie sotto tale arco, e quindi sotto l’intero arco tra le due cuspidi, sia sostanzialmente limitato a quello della determinazione dell’area del triangolo curvilineo ABP, compreso fra la semicirconferenza di diametro AP e la semicicloide PB.

Per risolvere il problema Roberval (intorno al 1634) considera la figura, equivalente al detto triangoloide per il postulato di Cavalieri, che si ottiene facendone slittare tutte le corde (tutte le linee o gli indivisibili secondo un determinato transito nella accezione cavalieriana)  parallele alla base AB in modo tale che ciascuna di esse abbia un estremo sul diametro AP. I secondi estremi dei segmenti così posizionati vengono a formare una curva, denominata per l’appunto “compagna della cicloide”, che verrà poi identificata con un arco di sinusoide
. Nel nostro caso corrispondente (v.Fig. 3b) al diagramma nell’intervallo di un semiperiodo  tra un massimo e un minimo della funzione y  = senx.

Con riferimento a questa seconda figura, è facile notare che i suoi segmenti paralleli alla base A’B’ si corrispondono a due a due in una relazione, che chiamiamo di supplementarità, quando si  associa a ciascuno di essi, relativo a una particolare rotazione della circonferenza attorno al suo centro (nella figura 3 b) il segmento C’P’1, di lunghezza  EQ \F(1;4) (r, relativo alla rotazione di ampiezza  EQ \F(1;4) (] , quello relativo alla rotazione di ampiezza supplementare per l’appunto (nel nostro caso, il segmento D’P’2 di lunghezza  EQ \F(3;4) (r). Segmenti associati siffatti hanno sempre come somma il segmento di lunghezza (r.

Ne consegue che prolungando ciascuno degli indivisibili della figura (secondo la direzione considerata) di un segmento pari al suo “supplementare”, si ottiene una figura costituita da indivisibili paralleli tutti della medesima lunghezza, uguale a (r per l’appunto, ossia un rettangolo avente per base la base della figura considerata e l’altezza uguale al diametro della circonferenza. Nel nostro caso (v. Fig. 3 b) il rettangolo A’B’QP’ di area uguale a ((r)2r   =  2(r2.

Siccome gli indivisibili di tale rettangolo, complessivamente considerati, equivalgono al raddoppiamento di quelli della figura data, per il postulato di Cavalieri, nella forma più generale
, la sua area può ritenersi il doppio di quella di ciascuno dei due triangoli curvilinei, tra loro equivalenti, A’B’P’ e ABP, la cui area è pertanto uguale a (r2, ossia uguale all’area del cerchio. Il che corrisponde a dire che l’area sotto la semicicloide da noi considerata è il triplo di quella del semicerchio di diametro AP, così come la superficie sotto l’arco di cicloide tra due cuspidi è equivalente al triplo del cerchio da cui la curva trae origine. Risultato, questo, già intuito da Galileo, che, ammirato della bellezza della cicloide per la sua “curvità graziosissima per adattarla agli archi di un ponte” , si pose il problema e ne fece oggetto di studio con i suoi discepoli Cavalieri e Torricelli
.

Come si è visto, la chiave del problema sta proprio nella equivalenza tra le due parti in cui il rettangolo A’B’QP’ risulta diviso dalla curva diagonale P’B’. Questa equivalenza è ben dimostrabile, alla luce della (3), considerando tale linea come il diagramma della funzione y  =  senx nell’intervallo ( EQ \F(1;2) (,  EQ \F(3;2) () e determinando le aree sotto di esso a sinistra e a destra del punto di ascissa ( (v. fig. 4)

 Applicando la formula (3), infatti, risultano uguali (a parte il segno che in questa sede non riveste particolare importanza) le aree dei due triangoli curvilinei MTP’ ed NTB’. Conseguentemente, essendo congruenti i rettangoli MNQP’ ed MNB’A’, sono equivalenti (addirittura congruenti) i due trapezoidi A’B’TM e QP’TN. E quindi, come somme di figure equivalenti, sono tali anche A’B’P’ e QP’B’, ossia le figure in cui il rettangolo A’B’QP’ resta diviso dall’arco di sinusoide P’TB’.
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Nihil sub sole novum. E’ ovvio. Non è insignificante, però, sul piano didattico, ritrovare per vie diverse il medesimo risultato. Lo stesso Cavalieri riteneva provata la “verità” della sua Geometria dal fatto che erano stati acquisiti per altra via i risultati da lui raggiunti col metodo degli indivisibili. Veramente importante è poi, a nostro avviso, il potere effettuare un confronto (e i procedimenti da noi sopra illustrati offrono concretamente una tale possibilità) tra gli indivisibili (privi di spessore) di Cavalieri e i trapezoidi infinitesimi del calcolo integrale. Si tratta, infatti, di fugare un equivoco che, mentre non consente di cogliere bene la specificità di quest’ultimo sotto il profilo concettuale e l’originalità dell’atto creativo insito in esso,  che ha consentito un ferace superamento del vecchio metodo di esaustione, toglie dall’altra parte a Cavalieri, senza nulla aggiungere ai suoi meriti con l’attribuzione di una indebita e poco esaltante paternità (quella del suo metodo come inconscio e sterile preludio del calcolo integrale), il merito della sua anticipatrice e “coraggiosa presa in considerazione dell’infinito, anzi di una delle prime analisi logiche e matematiche rigorose dell’infinito” (L. Lombardo-Radice), per cui può essere considerato un preciso punto di riferimento del pensiero matematico moderno.

D’altra parte, di là dal caso particolare in argomento, la confusione sulle idee matematiche è, in generale, didatticamente nefasta nella misura in cui, gettando alquanta ombra sull’atto creativo del momento genetico, ne svigorisce l’influsso formativo e ne ridimensiona l’efficacia applicativa.
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Mistero e fascino della sesquialterità

di cilindro e sfera

     
                      [«Nuova Secondaria»  –  N. 5/2005, pp. 85-88]

[image: image78.wmf]kt

n

n

C

C

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

1

1

0

[image: image79.wmf].

2

z

z

y

D

-

=

D

1.. Non penso sia esagerato dire che non è possibile ammirare la figura qui sotto riportata senza provare un po’ di emozione al pensiero della storia che essa racchiude. La storia di un’esaltante avventura della mente umana, che ha in Archimede un punto di arrivo, per avere egli determinato il rapporto esatto tra il volume del cilindro circoscritto a una sfera e quello della sfera medesima, dando così la regola per addivenire alla cubatura di quest’ultima, nonché  un punto di partenza di quella strada che attraverso la geometria degli indivisibili (di cui Archimede fu certamente un precursore, anche se ignorato come tale da quel Bonaventura Cavalieri che ne promosse autonomamente lo sviluppo nel XVII secolo) porta al calcolo differenziale e integrale, in cui trovano piena soluzione i problemi delle misura di superfici e volumi d’ogni specie e dimensione.
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In una lettera a Dositeo, che introduce il libro Sulla sfera e sul cilindro, Archimede rivendica il suo primato come scopritore del detto rapporto. Anzi, si fa anche merito di avere scoperto (e ne fa oggetto di meraviglia) come esso valga anche con riferimento alle superfici dei due solidi sopra menzionati.  Nell’un caso e nell’altro si tratta di rapporto  sesquialtero (una grandezza è una volta e mezza l’altra): il volume del cilindro supera di metà quello della sfera, e analogamente la superficie del primo, che equivale a sei volte il cerchio massimo della sfera, supera di metà quella della seconda, che è uguale per l’appunto a quattro cerchi massimi. “Queste proprietà  (  egli dice  ( erano da sempre inerenti alla natura delle figure menzionate ed erano ignorate da coloro che prima di noi si occuparono di geometria. Nessuno di loro si era accorto che per queste figure c’è una simmetria”. Dove il termine “simmetria”, che il traduttore (cfr. Opere di Archimede, a cura di Attilio Frajese, UTET, Torino 1988, pag. 70) ha riprodotto tale e quale quello usato da Archimede (, è semanticamente ben altro da quello solitamente usato in geometria, denso com’è di stupore per una relazione tanto semplice quanto recondita.

Archimede ha ragione di essere fiero della sua scoperta. E Cicerone gliene dà atto nelle Tusculanae Disputationes (V, XXIII, 64–66), ove narra del ritrovamento della  sua tomba, ridotta, per l’incuria dei siracusani (i quali – a suo dire – addirittura ne ignoravano l’esistenza), a uno stato di degrado tale che mai alcuno avrebbe potuto riconoscerla se un uomo di Arpino (lui, perché teneva a mente “quosdam senariolos”, che aveva imparato “in eius monumento esse inscriptos, qui declarabant in summo sepulcro sphaeram esse positam cum cylindro”)  non avesse notato e messo adeguatamente allo scoperto quella colonnina  (v. fig. 2) “non multum e dumis eminentem, in qua inerat sphaerae figura et cylindri”.
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La figura dalla quale siamo partiti l’abbiamo trovata descritta in un manoscritto antico (del XVIII secolo), del quale abbiamo dato notizia anche in un articolo proprio su Nuova Secondaria (n. 5/1998) dal titolo Una strana surroga del V postulato. Ho detto descritta, perché il disegno è veramente indecifrabile (v. fig. 3). La descrizione, che di seguito riproduciamo, è invece puntuale e abbastanza precisa per costituire la scaletta di un discorso di impronta archimedea sulle misure della superficie e del volume della sfera.
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“Secundo: inventa spherae superficie habebitur ejus soliditas si multiplicetur tota illius superficies per trientem radii. Nam sphera aequalis est cono recto cujus basis est spherae superficies, altitudo vero radius: ut conus BCA figura 57 aequalis est spherae OCF si modo (?) ipsius basis BA sit aequalis toti superficiei spherae; concipitur enim sphera tamquam quaedam infinitorum conorum multitudo, quorum bases sint in superficie, vertices vero in centro. Si mavis multiplica maximum spherae circulum per duos trientes diametri, et habebis spherae soliditatem, quae praxis in priorem reddit. 
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Si supra circulum spherae maximum IE concipiatur conus DOE, cujus altitudo sit spherae diametur, et super eadem basi constituatur cylindrus FE ejusdem etiam altitudinis, erunt conus, sphera, et  cylindrus, ut 1,2, 3,  vide figura(m) 57. “

Cominciamo intanto col determinare l’area della superficie sferica.

2.  Area della superficie sferica
A)  Superficie di rotazione di una corda di una circonferenza attorno al diametro.

Consideriamo, in via preliminare, la superficie che si ottiene dalla rotazione di una corda di una circonferenza attorno a un diametro che non la intersechi (v. fig. 4). Essa, salvo il caso (per il momento escluso) in cui un estremo della corda stia sul diametro, è la superficie laterale di un tronco di cono i cui raggi delle basi sono le distanze dall’asse di rotazione degli estremi della corda considerata.
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Indicando, come in figura, con A e B gli estremi della corda e con A’ e B’ le proiezioni di essi sul diametro, l’area della superficie considerata è espressa dall’uguaglianza:



Sl  =  ((AA’ + BB’)AB



(1)

Indicando con M il punto medio di AB e con M’ la sua proiezione sul diametro, per un noto teorema di geometria è MM’  =   EQ \F(AA' + BB';2) .

Così che la (1) può scriversi nella forma:

  

Sl  =  ((2MM’)AB.




(1’)

Se poi indichiamo con ( l’ampiezza dell’angolo della retta AB con la retta del diametro, congiungendo M col centro della circonferenza, poiché  –  com’è ben noto  –  MO risulta perpendicolare ad AB, è pure uguale ad ( l’ampiezza dell’angolo M’MO. Ragione per cui è MM’  =  MOcos(.

E quindi, sostituendo nella (1’), si ha:



Sl  =  ((2MOcos()AB




(1”)

Ma, come si evince dalla figura 4, ABcos( è uguale ad AH, ossia ad A’B’. Onde, applicando opportunamente la proprietà associativa, la (1”) diventa:



Sl  =  (2(MO)A’B’.




(2)

Formula, questa, assai utile quando si voglia determinare l’area della superficie ottenuta dalla rotazione di una poligonale inscritta in una semicirconferenza attorno al diametro.

La (2) continua ad essere valida anche nel caso (precedentemente escluso) di un estremo della corda appartenente al diametro. In tal caso la superficie di rotazione è quella laterale di un cono avente come vertice il punto considerato. Per essa vale la (1) con AA’ oppure BB’ =  0 e conseguentemente continuano a valere le successive relazioni discendenti da essa, fino a quella conclusiva.

B)   Area della superficie sferica.
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E’ noto che una superficie sferica può essere considerata come quella derivante dalla rotazione di una semicirconferenza attorno al suo diametro. Ragione per cui, se si considera una poligonale inscritta in tale semicirconferenza, ha senso considerare la superficie sferica come il limite a cui tende la superficie di rotazione generata da tal poligonale quando ogni lato tende a identificarsi, diminuendo in lunghezza perché aumenta il numero dei vertici, con l’arco che lo sottende.

Data la semicirconferenza di diametro AB (v. fig. 5), la si pensi divisa in n parti uguali mediante i punti A1, A2, …, An-1. I lati della poligonale ottenuta congiungendo i punti di divisione sono equidistanti dal centro. Sono uguali, cioè, i segmenti OM1, OM2, … ,  OMn congiungenti i punti medi dei lati col centro della semicirconferenza.

L’area della superficie generata dal lato i-mo è, per la (2), uguale a (2(OMi)Ai-1Ai  e conseguentemente l’area dell’intera superficie generata dalla poligonale è 
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Essendo la lunghezza di OMi costante al variare di i, indicata con d tale lunghezza, mettendo 2(d in evidenza, la (3) diventa:

Ma la sommatoria precedente è uguale ad AA’1 + A’1A’2 +  …  + A’n-1B  =  AB; e quindi




Sn  = ( 2(d)2r 

Al crescere indefinitamente di n, d si approssima sempre più ad r e quindi Sn alla superficie della sfera, la cui area perciò risulta essere:
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Ossia uguale al quadruplo di quella del cerchio massimo.

C)   La precedente trattazione è assai approssimativa: certamente lontana dal rigore della dimostrazione archimedea, a cui però, tenta di ispirarsi nell’impostazione concettuale, anche se trascura di sottolineare la ragione dell’univocità del risultato; la quale  –  com’è ben noto  –  è legata al fatto che mentre la Sn qui considerata si mantiene sempre minore della superficie sferica e questa, alla sua volta, risulta minore di una superficie analoga alla Sn  ma circoscritta, è possibile ridurre la differenza tra due siffatte superfici (circoscritta e inscritta) al di sotto di un elemento ( di superficie comunque piccolo considerato. Il che rende lecito, per il postulato della continuità, identificare l’area della superficie sferica con l’unico elemento di separazione tra le due classi (contigue) di aree come dianzi considerate.  

La nostra sarebbe una lacuna ben grave se non fosse compensata almeno da un qualche vantaggio pratico. Vantaggio che ci sembra di potere ravvisare nella possibilità che il procedimento offre di gettare un po’ di luce sul metodo proprio del calcolo integrale e sui concetti basilari, qual è  quello di limite, caratteristici.

D’altra parte, lo stesso Archimede tanto rigore adotta nella trattazione, se così possiamo dire, “ufficiale” della questione. L’atto euristico  –  come egli stesso confessa nella famosa lettera a Eratostene sul Metodo  – corrispondendo in lui ad un’intuizione fondata su una supposta “materialità” delle figure geometriche. Un punto di vista, questo, in certo qual modo non dissimile da quello in cui si porrà (in modo originale, perché la lettera a Eratostene di cui si è detto è venuta alla luce in tempi abbastanza recenti) Bonaventura Cavalieri nel suo vedere le grandezze continue come insiemi di elementi indivisibili.

3. Volume della sfera.
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L’idea di equiparare in grandezza alla sfera il cono di base equivalente al quadruplo del suo cerchio massimo, ossia alla sua superficie, e altezza uguale a raggio, può essere suggerita proprio dalla figura considerata all’inizio; ove si nota, infatti, con chiara evidenza, come esso risulti maggiore del cono avente per base il cerchio massimo e per altezza il diametro, essendone equivalente al doppio, e minore del cilindro circoscritto, che equivale al triplo dello stesso. Esattamente come la sfera, che è maggiore del primo (cono di altezza uguale al diametro), dato che contiene un solido ad esso equivalente (il bicono inscritto, in cui la base comune ai due coni che lo compongono coincide col cerchio massimo) (v. fig. 6) e minore del secondo (il cilindro), essendo in esso contenuta.

Sul concepire la sfera  (  come suggerisce l’autore del brano sopra riportato  (  come “moltitudine di infiniti coni” col vertice nel suo centro, preferiamo sorvolare.  Concludere il discorso in modo così sbrigativo come fa lui, usando per di più in maniera tanto ingenua quanto improvvida il concetto di infinito attuale, sarebbe come banalizzare il metodo del calcolo integrale nel rigore della sua logica e nella cautela del suo approccio ad una realtà tanto suggestiva quanto misteriosa e sfuggente qual è quella dell’infinito per l’appunto.

Ci piace invece sottolineare l’ultima frase del brano: “se sul circolo massimo della sfera si considera il cono DOE, la cui altezza sia uguale al diametro della sfera, e sulla medesima base si costruisce il cilindro FE di uguale altezza, il cono, la sfera e il cilindro staranno tra di loro come i numeri 1,2 e 3”. Una sintesi, questa, degna di memoria, anche sotto il profilo meramente didattico. Una sintesi che la figura presa in esame propone visivamente, presentandosi perciò, agli occhi di coloro che sanno leggere il linguaggio delle geometria, come rappresentazione efficace e suggestiva dell’opera di cui Archimede menava legittimamente vanto come dell’impresa più alta della sua mente senza limiti. Quasi un poema, potremmo dire.

© Giuseppe Terregino

Matematici e poeti.  In un saggio pubbli�cato a New York nel 1947 si legge: «La matematica è generalmente consi�derata proprio agli antipodi della poe�sia.  Eppure la matematica e la poesia sono nella più stretta parentela, perché entrambe sono il frutto, dell'immagina�zione: la poesia è creazione, finzione; e la matematica è stata detta da un suo ammiratore la più sublime e la più me�ravigliosa delle finzioni».


D.E. SMITH, La poesia della matematica e altri saggi





Quale senso ha per voi questa idea della matematica come finzione meravigliosa e sublime?
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Bonaventura Cavalieri, matematico italiano nato a Milano nel 1598 e morto a Bologna nel 1647.  Raggiunse la celebrità con la sua teoria degli «indivisibili».








Un manoscritto antico di due secoli e mezzo è sempre, quando viene portato alla luce, una scoperta interessante; e lo è ancor più se può dare adito a un significativo approccio con la temperie culturale e pedagogica ad esso coeva.











La poca competenza in matematica di Fra Gioachino è resa ben evidente dall'impreci�sione delle figure a cor�redo dei testo, tutte raccolte in un'unica appendice redatta con mano incerta e scarso senso estetico.
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Un ridimensionamento della geometria razionale è dettato, in genere, da esigenze didattiche, ma non consente di mettere in discussione il ruolo primario che riveste la Geometria nella formazione e nella ricerca matematica.
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 Tab. 1            


Potenza con esponente frazionario


30 INPUT 'BASE='; A


40 INPUT “ESPONENTE: NUMERATORE =” ;  M                   


50 INPUT “ESPONENTE: DENOMINATORE=”; D


60 IF D= 1 THEN GOTO 210


70 IF ABS(M+D)<ABS(M-D) THEN GOTO 560


   100 H= 100


110 X=1OO


120 Z=X ( H


130 H= H/10


   140 FOR X=Z+H TO Z+10*H STEP H


150 B=X


160 N=D


170 GOSUB 640


   180 IF P= A THEN GOTO 220


190 IF P – A > 0 THEN GOTO 300


200 NEXT X


   210 X=A


220 B=X


230 N=M


250 GOSUB 640


260 PRINT A; “^(“; M;”/”; D; “)=”; P


270 GOTO 480


   300 B=X– H


310 IF M= 1 THEN GOTO 520


320 N=M


330 GOSUB 640


340 PI =P


360 B=X


370 N=M


380 GOSUB 640


     390 P2= P


   410 IF P2-PI <0.01 THEN GOTO 440


420 GOTO 120


   440 PRINT P1; “<”; A; “^(“; M; “/”; D;”)<”; P2


450 INPUT  “CONTINUA?(SI/NO)”; T$


460 IF T$= “SI”  THEN GOTO 120


   480 PRINT  “FINE PROGRAMMA”


500 END


   520 P1= X - H


530 P2=X


540 GOTO 410


560 A= 1/A


   570 M= ABS(M)


580 D= ABS(D)


590 GOTO 100





SUBROUTINE640 


640 P= 1


660 Q= INT(N/2)


670 R=N-Q*2


680 N=Q


690 IF R> 0 THEN GOTO 720


700 B = B*B


710 GOTO 660


720 P= B*P


730 IF N= 0  THEN GOTO 760


740 B = B*B


750 GOTO 660


760 RETURN











Nota.  Sono stati omessi (in questo programma come ne�gli altri) tutti i comandi e le istruzioni al di là di quelli stret�tamente necessari alla esecuzione del programma








Tab.  Il








Determinazione dell'arco di dato seno





10 INPUT  “SINX=”; N


20 R =SIN45°


30 IF N< =R THEN M=N


40 IF N > R THEN M = SQR(1 - N^2)


50 FOR X1 =O TO 44


60 YI = SINXI


70 Z=M-Y1


80 Y2 = SIN(X 1 + 1)


90 D=Y2-Yl


100 IF  Z< D THEN GOTO 120


I 10 NEXT X1


120 H= Z/D


130 W = (SIN(X I + H) ( M)/D


140 H=H (  W


150 IF N < = R THEN X = X1 + H


160 IF N > R  THEN X = 90 - (X1 + H)


170 PRINT  “ARCSEN” ; N;








N.B. Non è stato previsto il caso «impossibile» per N = 1 Si può facilmente, in ogni caso, provvedere in tal senso.
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Tab. III





Minimo (massimo) di una funzione








10  INPUT “TEMPO DI REAZIONE”; T


20  INPUT  “DECELERAZIONE”;  A


30  INPUT  “LUNGHEZZA AUTO”;  L





50  PRINT  “INTERVALLO (X1, X2)” 


60  INPUT  “X1 =”; X1


70  INPUT  “X2 =”;  X2


80  INPUT  “PASSO”; H


90  FOR  X=XI TO X2  STEP H


100  GOSUB 500





110  YI=Y


120  X=X+H


130 GOSUB 500





160  Y2=Y


170  X=X+H


180  GOSUB 500





210  Y3=Y


220  D1=Y2-Yl


230  D2 = Y3 - Y2


IF ABS(D1 – D2) > ABS(DI + D2) THEN GOTO 300 


260  X=X-2*H


270 NEXT X





300  PRINT  “V1 =”; X – 2*H; “..”; '”T1=”; YI


310 PRINT  “V2=”; X–H; “..”; “T2=”; Y2


    320 PRINT  “V3=”; X;  “..”; “'T3=” Y3





350 INPUT  “ALTRA APPROSSIMAZIONE?         (SI/NO)”;  R$


360 IF R$ =”SI”  THEN GOTO 400


370 PRINT  “FINE PROGRAMMA”


380 END





400  XI =X- 2*H


410  X2=X


420  H= H/10


430  GOTO 90





SUBROUTINE


500 Y = T + X/(2*A) + L/X





510 RETURN
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La determinazione di aree di superfici piane a contorno curvilineo rappresenta generalmente un problema soprattutto in assenza di adeguati strumenti di calcolo.


Come determinare l'area della superficie sotto un arco dì cicloide?  Un'occasione per operare un confronto tra il metodo proprio del calcolo integrale e quello degli indivisibili.
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Archimede rivendica il primato della scoperta dei rapporto tra il volume del cilindro circoscritto a una sfera e quello della sfera stessa: un rapporto sesquialtero, che caratterizza anche le superfici dei due solidi.


Con il suo metodo egli avvia un processo che porterà al calcolo differenziale e integrale, che troverà compimento nel XVII secolo.
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   S  =  4(r2
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� Concrete in senso lato, perché in matematica concreto non significa solo realtà sensi�bile, ma anche entità intellettuale già definita, come è quella acquisita in uno stadio di astra�zione, che diventa oggetto «concreto» in uno stadio successivo e più elevato.








1 E. COLERUS, Piccola storia della matema�tica, Mondadori, (bmm), Milano 1962. 


2  E. COLERUS, op. cit., pag. 16.


3  Filolao, filosofo, astronomo e matematico della scuola pitagorica, nacque verso il 470 a.C. a Crotone.  A Tebe, dove si trasferì, egli fondò un'importante scuola, che fiori nella seconda metà del V sec. a.C. Della sua opera rimangono solo alcuni frammenti, che sono tuttavia molto importanti perché consentono di ricostruire, con materiale di prima mano, la filosofia pitagorica.


4 G. DE SANTILLANA, Le origini del pensiero scientifico, Sansoni, Firenze 1961, pag. 69. 


5 Ad n2/2 si aggiunge n/2 perché la fila diagonale va considerata per intero. 


6 G. DE SANTILLANA, op. cit., pag. 70. 


7 T. DANTZIG, il numero: linguaggio della Scienza, La Nuova Italia, Firenze 1965, pag. 44.


8 G. DE SANTILLANA, op. cit., pag. 73. 


9 « I Pitagorici consideravano i numeri pari come scindibili e perciò effimeri, femminili, pertinenti alla terra, e i numeri dispari come indissolubili, maschili, partecipi della natura celeste.  Ogni numero si identificava con qualche attributo umano: uno rappresentava la ra�gione, perché è immutabile; due l'opinione; quattro la giustizia, perché è il primo qua�drato perfetto; cinque il matrimonio perché è l'unione del primo numero maschile (il 3) e del primo numero femminile (il 2) » -(T. DANTZIG, op. cit., pag. 43). 


10 « 1 numeri amici erano noti agli Indù, pri�ma dei tempi di Pitagora» (T.  DANTZIG, op. cit.., pag. 47).


11 L'attribuzione di potere simbolico ( e talvolta anche magico) ai numeri non è prero�gativa della scuola pitagorica.  Essa ha origi�ni molto remote ed era in uso presso i popoli del vicino e lontano Oriente.


12 G. DE SANTILLANA.  Op. cit. ,  pag. 74. Secondo quanto afferma il De Santillana nel medesimo luogo, la formula del teorema di Pitagora  «era già nota ai Babilonesi ».





13 La formula per a pari è stata data da Pla�tone.  Se a è pari, a = 2n, gli altri numeri del�la terna sono: b = n2 + 1 e c = n2- 1. 


14 Nell'ipotesi che i due segmenti, lato e dia�gonale del quadrato, siano commensurabili, si indichino con m ed n, rispettivamente, le loro misure rispetto a una medesima unità di mi�sura.  Senza ridurre la generalità del discorso i due numeri si possono considerare primi tra loro.  Questo infatti si ottiene con un'op�portuna scelta dell'unità di misura.


Constatato che n  non può essere mai dispari, dato che, per il teorema di Pitagora, è n2 = 2m2 (pari), l'unica possibilità rimanente (trattandosi di numeri primi tra loro) è che sia n pari ed m dispari.  Dovendo però essere (sempre per il teorema di Pitagora) m2 = n2/2, siccome la metà del quadrato di un numero pari è pure pari, tali sarebbero m2 ed m.  Quest'ultimo perciò sarebbe dispari e pari. 


15 E. COLERUS,  op. cit., pag. 27


1 Il titolo originale dell'opera è: Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota.  La traduzione, a cura di L. Lombardo-Radice, è stata pubblicata nel vo�lume dal titolo Geometria degli indivisibili, edito dalla UTET (1966), nel quale sono state anche raccolte alcuno lettere di B. Cavalieri a Galileo e (pure tradotta in italiano) la Exer�citatio III, In Guldinum. 


 2  Vedi la Prefazione di B. Cavalieri alla sua Geometria degli indivisibili


� Esse sono le definizioni I e II del II libro della Geometria degli indivisibili. 


� Vedi Esercitazione (III) contro Guldino, cap.  VII, sez.  XVIII. 


� Ibid., cap.  VIII, sez.  XXIV. 


� Geometria degli indivisibili: Introduzione.


� Geometria degli indivisibili: nota (di L. Lombardo-Radice) allo scolio del teorema I del Il libro. 


� Cfr. Introduzione (di L. Lombardo-Radice) alla Geometria degli indivisibilibili (UTET) e nota allo Scolio dei teorema I del II libro.


� Lettera di B.C. a Galileo da Roma del 9 maggio 1926. 


� Cfr. lettera di B.C. a Galileo da Bologna del 2 ottobre 1624. 


� Cfr.  Scolio del Teorema I del II libro della Geometria degli indivisibili, ove am�bedue le ipotesi, « o il continuo non è altro se non gli stessi indivisibili, o è qualcos'altro », sono considerate ammissibili.





� Vedi Esercitazione contro Guldino, cap.  VIII, sez.  XXIV. 


� Esercitazione contro Guldino, cap.  III, sez.  V. 


�Vedi lettera di B.C. a Galileo da Bologna del 22 luglio 1634.


� Vedi lettera di B.C. a Galileo da Bologna del 2 ottobre 1634


� La proposizione I del VII libro, che è anche la proposizione fondamentale,   così   afferma:  Figure piane quali si vogliano, collocate tra le medesime rette parallele, nelle quali  – condotte linee rette qualunque equidistanti alle parallele in questione – le porzioni intercette   di una qualsivoglia di dette rette sono uguali, sono del pari uguali tra di loro.  E figure solide quali  si vogliano, collocate, tra i medesimi piani paralleli, nelle quali – condotti piani qualunque equidistanti a quei piani paralleli – le figure piane generate nei solidi stessi da uno qualsi�voglia di detti piani condotti sono uguali, saranno del pari uguali tra di loro.


Sotto questa forma (tolta la parte riguardante le figure piane) si presenta nei testi di geometria elementare il postulato (detto anche «principio » di Cavalieri); il quale di so�lito viene assunto a fondamento della teoria dell'equivalenza dei solidi.





�    Cfr.  G. DE SANTILLANA, Le origini del pensiero scientifico, Sansoni, Firenze, 1966, p. 111.


�  A suo riguardo però c'è da dire che, per quanto una citazione di Archimede lo faccia supporre anticipatore del suo metodo, da un brano dove si tratta delle sezioni del cono, il cui contenuto da Plutarco è attribuito allo stesso filosofo di Abdera (cfr.  G. DE SANTIL�LANA, op. cit. p. 170 e A. FRAIESE, Attra�verso la storia della matematica, Le Monnier, Firenze, 1969, p. 276), si evince piuttosto la evidenza delle difficoltà che insorgono da esso che non l'ammissione dell'atomismo in mate�matica.  Ragione per cui parrebbe accettabile l'opinione del Geymonat, secondo cui Demo�crito non è atomista in matematica come lo è in fisica. 


�  Archimede ne parla in una famosa lette�ra a Eratostene, dove espone « le caratteristi�che di un certo metodo, mediante il quale... sarà data la possibilità di considerare que�stioni matematiche per mezzo della mecca�nica ». 


�   La differenza tra le posizioni di Galileo e di Cavalieri in merito agli indivisibili è ben ri�levata da L. LOMBARDO-RADICE ne L'infinito (Editori Riuniti, Roma, 1982), ove si legge, a p. 32: «(Cavalieri) attribuisce infatti va�lore dimostrativo rigoroso al suo metodo de�gli indivisibili, ma non dice se, secondo lui, una figura debba essere o no concepita come unione di indivisibili paralleli »; e, a p. 30: « Galileo, a differenza degli allievi, fu critico nei confronti della " Geometria degli indivi�sibili " come tecnica dimostrativa. Invece, per ragioni filosofiche e fisiche, egli affermò la possibilità di ridurre un continuo " terminato" (limitato) in infiniti elementi "primi" non “quanti " (non aventi estensione), indivisibili, in modo più netto e "ardito" dei suoi allievi sopra ricordati ». 


�     Cfr.  E. AGAZZI.  La ricomparsa di Bonaven�lura Cavalieri. in « Periodico di Matematiche », 1967, n. 1, pp. 1-10. 


�    Il termine è preso da Il metodo matematico di L . LOMBARDO-RADICE e L. MANCINI PROIA, Principato, Milano, 1979. 


�   Fissato un riferimento sulla retta, c'è, per esempio, per limitarci ad un solo caso, l'estre�mo del segmento lungo quanto la diagonale del quadrato avente per lato il segmento uni�tario, il quale non può essere immagine (la diagonale e il lato del quadrato sono incom�mensurabili) di alcun numero razionale.





� U. MORIN - F. BUSULINI, Elementi di geometria, vol.  III, CEDAM, Padova


� Il titolo originale dell'opera è Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione  promota.  Geometria degli indivisibili è invece intitolato il volume, edito dalla UTET di Torino nel 1966, in cui sono contenute la traduzione (a cura di Lucio Lombardo-Radice) dell'opera principale, una raccolta di lettere di B. Cavalieri a Galileo e la Esercitazione terza centro Guldino.  A questo volume ci riferiremo in seguito, nelle note, con la denominazione di Geometria degli indivisibili. 


� Il termine «uguali» sta per «equivalenti», secondo l’accezione propria dei testi di geometria elementare


�  «Gli indivisibili sono avversati da moltissimi filosofi e da tutti i matematici» fa rilevare il Guldino, acceso critico del metodo cavalieriano , precisando altresì che «il continuo è divisibile all’infinito, ma non costa di infinite parti in atto, bensì soltanto in potenza, le quali parti non possono essere mai esaurite» (Cfr. Esercitazione terza contro Guldino cap.  III e cap.  VIII, dove sono riprodotte, rispettivamente, la sez.  V e la sez.  XXIV della Centrobaryca, in Geometria degli indivisibili, UTET, Torino, 1966, p. 791 e p. 815). 


� Cfr. le lettere di B. C. a Galileo da Bologna del 22 luglio 1634 e del 2 ottobre 1634, in Geometria degli indivisibili, p.753 e p.754. Nella prima si legge: «E perché dubito che a molti sia forsi per dare fastidio quel concetto delle infinite linee o piani, perciò ho poi volsuto fare il settimo libro, nel quale dimostro per altra via, differente anco da Archimede, le medesime cose».  Lo stesso discorso è ribadito nell'altra: «Io veramente ho conosciuto che potria dar fastidio a molti questo mio nuovo modo; e perciò non contentandomi del rincontro delle conclusioni dimostrate per vere da altri ancora, ho voluto aggiungere il settimo libro, nel quale dimostro le medesime cose per altra via, esente da tale infinità». 


� Cfr. lettera di B. C. a Galileo da Bologna del 2 ottobre 1634, in Geometria degli indivisibìli, p. 757. 


� V. Introduzione alla Geometria degli indivisaili, UTET, Torino 1966, p. 12.


� Dalla nota di L. Lombardo-Radice allo scolio I del II libro dell’op. cit., p. 206. 


� V. Introduzione all’op. cit., pag. 25. 


� V. Esercitazione terza contro Guldino, cap.  VII, dove è riportata la Sez.  XVIII della Centrobaryca, in Geometria degli indivisibili, p. 808.


� Parere nettamente contrario è quello del Lombardo-Radice, secondo il quale «il metodo degli indivisibili, malgrado un equivoco che si è perpetuato da Guldino a B. Pascal a Cantor e oltre, è una ratio fondamentalmente diversa dal metodo della integrazione». «Gli indivisibili –  secondo lui – non anticipano (almeno tecnicamente) i metodi del calcolo integrale che verrà fondato dai grandi della generazione successiva» (Cfr. la sopra citata Introduzione alla Geometria degli indivisibili, p. 10 e p. 24).


� E. AGAZZI, La ricomparsa di Bonaventura Cavalieri, in «Periodico di Matematiche», 1967, n. 1, p. 7. 


� Cfr. la lettera di B. C. a Galileo da Bologna del 9 maggio 1626,  in Geometria degli indivisibili,  p. 742. 


� Il senso di questo «opportunamente» può trovarsi in quanto lo stesso Cavalieri dice nella sua Prefazione alla Geometria degli indivisibili, dove, con riferimento alle figure di rotazione, sono presentati esempi di discordanza tra il rapporto di figure siffatte e quello delle loro sezioni meridiane (generatrici). «Per esempio – egli dice – un cilindro, che sia ottenuto insieme ad un cono, della stessa base, per rotazione attorno a un medesimo asse, è il triplo di esso, mentre tuttavia nasce per   rivoluzione da un parallelogramma doppio del triangolo che genera il detto cono».  Risultato analogo si ha nel piano: «Si suppongano infatti dati parecchi circoli concentrici, aventi i raggi proporzionali ai numeri interi successivi a partire dall'unità; i circoli stessi non confermeranno la medesima proporzione dei raggi, ma staranno tra di loro come i quadrati dei raggi» (Loc. cit., p. 46).


Da queste constatazioni egli era stato indotto a ritenere che fosse vano ogni tentativo di risalire al rapporto delle figure da quello delle loro sezioni. «Ma, – e lasciamo ancora a lui la parola – dopo avere considerato la cosa un poco più profondamente, pervenni finalmente a questa opinione, e precisamente che per la nostra faccenda dovessero prendersi piani non intersecantisi tra loro, ma paralleli. In questo modo, infatti, investigati moltissimi casi, in tutti trovai perfetta corrispondenza  tanto tra il rapporto dei corpi e quello delle loro sezioni piane, quanto tra il rapporto dei piani e quello delle loro linee» (Loc. cit., p. 48).


� V. Esercitazione III contro Guldino, in Geometria degli indivisibili, p. 813. 


� Per le figure piane la dimostrazione è molto più semplice, perché s'hanno da considerare plurirettangoli composti da rettangolini di uguali altezze.


� Il procedimento sopra delineato è una variante di quello seguito da Cavalieri nella seconda dimostrazione del Teorema I dei VII libro della Geometria degli invisibili per le figure piane (v. pp. 660-669) e ripreso dallo stesso nelle Exercitationes per le solide.


� Di Fra' Gioachino non si hanno notizie certe.  Potrebbe essere stato un certo Gioa�chino Patera, nato a Mistretta nel 1730 ed entrato nell'ordine dei cappuccini nel 1748.  Ma si tratta di una notizia non ben docu�entata.  Di lui si conserva, nella bibliote�ca comunale di Mistretta, un manoscritto di filosofia naturale dal titolo Physiologiae Disputationes, Seu Naturalis Scientiae, Secundum Aristotilis Mentem, Doctorisque Subtilis, Ad usum Fratris Joachim Maria Ab Amastra Ordinis Sancti Fran�cisci Cappuccinorum, studentis Ejusdem Ordinis.  Amen.


A questo volume, che ha tutte le caratteri�stiche del manuale scolastico, faremo rife�rimento nel seguito della presente nota


� Cfr.  G. de Santiliana, Il processo a Ga�lileo, Mondadori (BMM), Milano


� «Circa medium saeculi decimi septimi, quidam mathematicus Ducis Etruriae, dictus Galileus, suscitavit Philosophiam mecha�nicam Democriti et Epicuri». (Op. cit., p. 2)


� P.  Redondi, Galileo eretico, Einaudi, To�rino 1983.


� «Si tratta di tre fogli senza data e senza firma; contengono la richiesta di un pare�re rivolta a un membro anonimo del S. Uf�ficio circa la conciliabilità di alcune idee ato�mistiche, espresse da Galileo in un passo del Saggiatore, con la dottrina eucaristica della transustanziazione». (Mario Viganò S. I., Galileo ieri e oggi, in «La civiltà cattoli�ca» n. 3221 (1984), p. 379.


� La inclusione tra i seguaci della scuola di Democrito e di Epicuro, che continuerà ad offuscare la fama di Galileo per molto tem�po dopo la sua scomparsa, era emersa nel�la polemica col Grassi sulla natura delle co�mete.  Della gravità di una siffatta insinua�zione si rendeva ben conto Galileo, il qua�le, respingendola come infondata, in una po�stilla alla Ratio ponderum librae et simbel�lae sottolineava la malignità di chi cercava di danneggiarlo con un'accusa tanto grave quanto priva di fondamento (cfr. nota a Il Saggiatore, in Opere di Galileo Galilei, UTET, Torino 1964, p. 638).


�  «Non fa meraviglia - dice il Viganò (loc. cit.) - che padre Guevara, chiamato a espri�mere un giudizio sulla richiesta contenuta nel G3, abbia potuto facilmente scagionare Galileo da ogni sospetto e tranquillizzare l'anonimo estensore del G3 da ogni scrupo�lo, senza bisogno d'alcuna insabbiatura, co�me insinua il Redondi, ma per semplice ar�chiviazione ... ».


 G3 è la sigla con cui venne contrassegnato il documento in questione


� Fra' Gioachino tratta abbastanza ampia�mente del sistema copernicano, riguardo al quale conclude che sia «contra Fidem» in quanto «oppositum Sacrae Scripturae».  Non ignora le tesi dei copernicani sui limi�ti e il carattere essenzialmente metaforico del linguaggio della Bibbia riguardo al mo�to del Sole.  Le confuta, anzi, puntualmen�te e ne mette in luce il carattere a suo dire blasfemo. «Quapropter - conclude - non sine magna ratione S.S. D.N. Paulus Papa V damnavit Systema copernicanum Anno 1616.  Et Urbanus Papa VIII Anno 1633 tamquam Sacrae Scripturae contrarium».  Però il nome di Galileo non compare, né tra i copernicani, né come destinatario delle due condanne cosi precisamente ricordate.


� Tutta la trattazione, come si legge nel ti�tolo del manoscritto, si svolge sulla falsa�riga del pensiero di Aristotele e di Duns Scoto (il Dottor sottile).  Per brevità, ma an�cor più perché si tratta di argomentazioni arcinote, oltre che piuttosto farraginose, non ne diamo il resoconto dettagliato.


� Qui l'opera è menzionata col titolo dato�le nella traduzione a cura di L. Lombardo�Radice (UTET, Torino 1966).  Il titolo ori�ginale è Geometria indivisibilibus conti�nuorum nova quadam ratione promota.  Essa rappresenta il frutto più significati�vo della riscoperta e valorizzazione in sen�so euristico degli indivisibili in matematica.


� Lettera di B. Cavalieri a Galileo da Ro�ma del 9.V.1926. 


� Cfr. lettera di B. C. a Galileo da Bologna del 2.X.1924. 


� Cfr. lo scolio del Teorema I del Il libro della Geometria degli indivisibili.


� Vedi Esercitazione (III) contro Guldi�no, cap.  VII, sez.  XVIII.


�  Ibid., cap.  VIII, sez.  XXIV.


� «Si in continuo adessent indivisibilia, ad divisionem Hostiae Sacrae indivisibile con�tinuans, vel esset estremum utriusque me�dietatis, vel una medietas esset sine extre�mo. Si primum indivisibile esset divisibile: si secundum una medietas esset sine extremo; ergo a fortiori esset sine punctis con�tinuantibus.  Iterum peto.  Si adesset in alia medietate extremum, seu terminus, vel ge�neraretur de novo, vel non; si non habemus intentum: si sic; ergo in Sacrosanta Hostia adesset aliquid in quo non esset Christus».


� «Resp. quod esset extremum unius me�diatatis: pro alia medietate autem; quia in�divisibilia Corporis sunt lineae: quae etiam sunt divisibilia superficiei; illa linea divisi�bilis superficiei, quae ad fractionem Hostiae est proxima; mutat munus nectendi, et ac�cipit munus terminandi».


� Discorsi intorno a due nuove scienze, Giornata 1, in Opere di Galileo Galilei, UTET, Torino 1964, p. 605.


� L. Lombardo-Radice, L'infinito, Edito�ri Riuniti, Roma 1981, p. 33.


� V. Discorsi intorno a due nuove scienze, in op. cit., p. 602


� Ibid., nota (di Franz Brunetti) n. 14, p. 606.


� Ibid. 


� G. Galilei, Discorsi intorno due nuo�ve scienze, in op. cit., p. 599. 


� Ibid.


� Ibid., p. 600.


� Ibid., p. 602.


� Ibid., p. 602 (nota) e vol.  VII, p. 749 del�l'Edizione Nazionale delle opere di Galileo. 


� Il titolo del manuale, che si trova custodito nella biblioteca di Mistretta (ME), è infatti Physiologiae Disputationes, / Seu Naturalis Scientia / Secundum Aristotelis Mentem, / Doctorisqu Subtilis / Ad Usum Fratris Joachin / Maria Ab Amastra Ordinis / Santi Francisci Cappuccinorum / Studentis Eiusdem Ordinis Amen. 


� Questa è la traduzione in latino del famoso motto dell'Accademia              ίςήςίωche Fra’ Gioacchino attribuisce agli antichi (prisci) genericamente


� Cfr.  C.F. MANARA, G.  GIORELLO, «La matema�tica nel secolo XX», in Storia delle scienze, Città Nuova, Roma 1984, p. 255. 


� C.F. MANARA, «L’evoluzione della matemati�ca», in op. cit., p. 35. 


� E. COLERUS, Piccola storia della matematica, Mondadori (bmm), Milano 1962, p. 18. 


� Ibid., p. 19. 


� Cfr. «Essenza e valore della matematica», in G. SCORZA, Opere scelte, Edizioni Cremonese, Ro�ma 1962, p. 21. 


� Cfr. «La matematica come arte», in op. cit., p. 163.


Per correttezza va precisato che il prof.  Scorza, da algebrista quale soprattutto egli era, non si riferiva espressamente alla geometria; della quale, però, non disconosceva il valore in ogni senso, estetico compreso, anche se accanto ai meriti della scuola geometrica italiana, «uno dei maggiori vanti del nostro paese», evidenziava come l'applicazione rigida del motto «geometrica geometrice» avesse «dato luogo ad esagerazioni non commendevoli e a vere e proprie storture estetiche».


Il passo citato ci sembra tuttavia pertinente anche al nostro caso, perché esso ha una valenza che tra�scende lo specifico di questa o di quella branca della materia per esaltare il valore estetico dell'in�tera matematica in ogni estrinsecazione di sé co�me metodo euristico e come attività rientrante, a pieno titolo, nella sfera dominata dalla sensibilità estetica. 


� Cfr.  Bonaventura Cavalieri, Geometria degli indivisibili, a cura di L. Lombardo�-Radice, UTET, Torino  1966, p. 756.


� Cfr.  L. Roffia, Infinito ed infinitesimo nella matematica, in «Ricerche didattiche», 338-339 (1990). 


� E. Agazzi, La ricomparsa di Bonaven�tura Cavalieri, in «Periodico di Matemati�che», 1967, n. 1, p. 7.


� B. Cavalieri, op. cit., pp. 205-208 e p. 205.


� Ibidem, libro IV, th. I, proposizione I, p. 419. 


� Col simbolo Q (AB) intendiamo «quadra�to di lato AB» e col simbolo R (AB, CD) in�tendiamo «rettangolo di lati AB e CD». 


� La corrispondenza biunivoca tra gli indi�visibili delle figure messe a confronto è una caratteristica del metodo di Cavalieri, la quale, a parte la validità e l'efficacia del me�todo stesso, fa essere l'analisi dell'infinito (attuale) da lui operata un'anticipazione di quella che sarà compiuta quasi tre secoli do�po da Cantor e dai grandi matematici vis�suti a cavallo tra il XIX e il XX secolo.


�Il titolo originale dell'opera (pubblicata in Bologna nel 1635) è Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratio�ne promota.  Nel volume Geometria degli indivisibili edito dall'UTET, che abbiamo citato, sono contenute la traduzione di que�st'opera, alcune lettere di Cavalieri a Gali�leo e la III delle Exercitationes geometri�cae, scritta in polemica con Guldino.  La tra- duzione dal latino e le note sono di Lucio Lombardo Radice. 


�E’ noto che a � EQ \F(n(n+1)(2n+1);6) �è uguale la somma dei quadrati dei primi n numeri naturali. La dimostrazione di basa sulla uguaglianza m + m(m(1), per cui scrivendo m + 2·� EQ \F(m(m - 1);2) �  =  m + � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���, la somma 12 + 22 +  …  + n2 è uguale a 1 + 2 +  … + � EMBED Equation.3  ���,riconducibile alla frazione sopra considerata con semplici considerazioni di calcolo combinatorio.


In una trattazione elementare è preferibile il metodo di induzione: si fa notare che per m = 2 è � EQ \F(m(m - 1);2) � = � EQ \F(2*1;2) � = � EQ \F(1*2*3;6) � = � EQ \F((m - 1)m(m + 1);6) �, e, quindi, che aggiungendo a questo il termine successivo � EQ \F((m + 1)m;2) � si ottiene � EQ \F(m(m + 1)(m + 2);6) �, ossia una frazione con lo stesso denominatore e col numeratore uguale al prodotto di tre fattori successivi a quelli del precedente. Il che ci autorizza a concludere che alla fine avremo per l’appunto � EMBED Equation.3  ��� e quindi


� EMBED Equation.3  ���


� Cfr.  Geometria degli indivisibili, p. 420, dove Cavalieri, con riferimento alla figura corrispondente alla nostra fig. 2, così argo�menta: «Ma come tutte le linee del paralle�logramma CH stanno a tutte le linee del tri�lineo CMHE, così  il parallelogramma CH sta al trilineo CMHE; pertanto il parallelo�gramma CH sta al trilineo CMHE come i quadrati delle massime delle ascisse di CE stanno ai quadrati di tutte le ascisse di CE stessa.  Ma quei quadrati sono il triplo di que�sti ultimi; di conseguenza il parallelogram�ma CH sarà il triplo del trilineo CMHE».


� Non dovrebbe essere difficile estendere a «tutte le linee» la proprietà dimostrata per il sottoinsieme di esse da noi conside�rato; ma questo ci porterebbe ben al di là dei lúniti di una trattazione elementare qua�le vuole essere la nostra.


� Il  criterio vuole che gli indivisibili siano paralleli e che sia uguale la distanza tra cop�pie di essi corrispondenti.


� Cfr. lo scolio del teorema I del Il libro a p. 207 della Geometria degli indivisibili


� Cfr. la Introduzione di L. Lombardo Radice all'op. cit., p. 10 e p. 24.


� B. Cavalieri, op. cit., p. 207.


� Ibidem, p. 207 e p. 813.





� Si veda, per esempio, come risulti acclarata l'esistenza della radice n-ma di un numero razionale intesa come ele�mento di separazione di due successioni contigue di nu�meri razionali


� Se sono a > 0 e b < 0 (o viceversa), |a + b| = |a| ( |b| <  |a| + |b| = |a ( b|.








� Qui, come nel seguito, l'uso del termine «limi�te>, dato il contesto a cui è destinata la nota, cor�risponde soltanto a un modo dì dire, non impegna�tivo (e perciò alquanto improprio) riguardo alla complessità concettuale del termine medesimo. 


� Quando non si conoscano le nozioni di calcolo combinatorio occorrenti per lo sviluppo della po�tenza n-ma dei binomio (a + b), si può far ricorso alla regola, deducibile con procedimento iterativo dal triangolo di Tartaglia, secondo la quale l'r-mo coefficiente (ad eccezione dei primi due, rispetti�vamente uguali ad 1 e ad n è dato dalla formula:


� EMBED Equation.3  ���


In base a tale regola si ha dunque:


� EMBED Equation.3  ���  …  =


� EMBED Equation.3  ���


Il secondo membro della precedente uguaglianza risulta ovviamente maggiore di due, ma anche minore della somma


� EMBED Equation.3  ���


dato che questa deriva dalla maggiorazione ottenuta sostituendo col fattore 1 i fattori  (minori di 1) dati dalle espressioni in parentesi.


Essendo la precedente somma minore di


� EMBED Equation.3  ���ne consegue che è:





� EMBED Equation.3  ���








�� EMBED Equation.3  ��� 











� Avremmo potuto chiamare r ed s logaritmi decimali, rispettivamente, di a e di b. Di proposito abbiamo evitato questa terminologia: per ribadire la preminenza della funzione esponenziale rispet�to alla sua inversa.


� Allo stesso risultato si perviene con un'opportuna scelta del sottomultiplo da identificare con Δx, nel caso in cui x non sia un numero intero.








� Cfr. CASTELNUOVO/GORI GIORGI/VALENTI, Trigonometria, La Nuova Italia, Firenze 1986, pag. 164 e pag. 259, dove il problema è illustrato sotto il profilo storico e didattico come attività complementare al tradizionale corso di trigonometria.  


� “Figure piane hanno tra di loro il medesimo rapporto, che hanno tutte le linee di esse prese con un riferimento qualsiasi” [Cfr. B. CAVALIERI, Geometria degli indivisibili (a cura di L. Lombardo-Radice), UTET, Torino 1966, pag. 209]. Questa la forma più generale del postulato (“principio”) di Cavalieri con riferimento alle figure piane. Lo stesso Cavalieri si rese conto della problematicità, sul piano pratico, ma soprattutto sotto il profilo concettuale, anche sotto la spinta delle forti critiche dei suoi avversari, di una tale proposizione (e di quella analoga per le figure solide) come fondamento della sua Geometria. Tanto che ne diede, nel settimo libro della sua opera, una variante volta ad eludere le insidie insite nella considerazione un po’ disinvolta di insiemi infiniti, quali erano quelli da lui denominati “tutte le linee”  di una figura piana e “tutti i piani” di un solido, in un contesto culturale che rifiutava l’ammissione dell’infinito attuale e dell’atomismo, di cui la Geometria degli indivisibili diventava, invece, un’affermazione (per quanto attiene all’atomismo) addirittura esplicita.


Nel caso delle figure da noi sopra considerate, non è difficile rilevare che anche in base a tale variante (che è poi sostanzialmente la forma corrente del postulato nei manuali scolastici) il rapporto di uno a due tra l’area del triangolo curvilineo A’B’P’ e quella del rettangolo A’B’QP’ risulta dimostrato dal fatto che sono equivalenti, proprio per il principio di Cavalieri, le due figure in cui il rettangolo resta diviso dall’arco di sinusoide P’B’, ove si tenga presente che sono uguali le linee delle due figure (come quelle della coppia C’P’1 e Q2P’2  e quelle della coppia D’P’2 e Q1P’1) che si trovano ad uguale distanza, rispettivamente, dalla retta A’B’ e dalla retta QP’. 


� Cfr. CASTENUOVO etc., op. cit., pagg. 162-163.
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